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研究成果の概要（和文）：研究代表者・藤井は、二面体群型のピュア・アルティン群 P というピュア・ブレイド群を
一般化した離散群に関して、いくつかの研究成果を得た。
ます、ピュア・アルティン群 P に付随するモノイド P+ が P の中に自然に埋め込まれることを示した。次に、P に対
して、P の元の代表元が測地的であるための必要十分条件を書き下した。さらに、P の測地的元を受け付けるオートマ
トンを作成して、P の増大級数 S の有理関数表示 G/F を求めることに成功した。分母の多項式 F を解析して、群 P 
の増大率（S の収束半径の逆数）がある種の数論的性質を満たすこと（ピソ数であること）も示した。

研究成果の概要（英文）：The head investigator Fujii obtained several results concerning pure Artin groups 
P of dihedral type. First, Fujii showed that the associated monoid is naturally embedded in P. Next, Fujii
 described a necessary and sufficient condition such that representatives of an element g of P are shotest
 among all representatives of g. Third, Fujii constructed a finite state automaton which accepts all the g
eodesic representatives of P, and obtained a rational function expression of the growth series for P. More
over, Fujii showed that the growth rate of P is a Pisot number.

研究分野：

科研費の分科・細目：

数物系科学

キーワード： 幾何学　トポロジー　双曲幾何　離散群　アルティン群　増大関数

数学・幾何学



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
 
多様体 M に対して、その基本群からリー群 
PSL(2,C) への表現のなす空間 Xは Thurston 
を始めとして、様々な研究者によっていろい
ろな角度から研究されていた。特に、３次元
多様体を８つの幾何の観点から具体的に理
解するためには、双曲構造の変形空間の構造
を解明することが重要であると専門家の間
ではよく知られていた。また、この設定を一
般化して、離散群 Γ に対して、その幾何を
適切に反映させるリー群 G を選んで、Γか
ら G への表現のなす空間 X の研究も盛んで
あった。 
 
（１） 双曲錐構造の変形空間 X に関して
は、Hodgson-Kerckhoff によって、
函数解析の手法を用いて、局所的な
情報がかなり詳細に得られていた。
また、小島定吉氏によって、錐角が
１８０度以下の場合に大域的な情報
（双曲錐構造の剛性など）が得られ
ていた。研究代表者・藤井は、
Hodgson-Kerckhoff による解析をさ
らに展開させて、局所変形の解析に
必要な調和ベクトル場の具体的表示
を得ていた。この表示を基に、より
詳細に局所変形を解析することによ
って、小島の条件（１８０度以下）
を緩めることができるかどうかを研
究することが重要だと思われていた。 
 

（２） ３次元球面内の双曲結び目の変形空
間に関しては、それを代数多様体と
して捉えることによって、数論とト
ポロジーの間の類似物を発見しよう
とする試みが森下昌紀氏などによっ
て行われていた。藤井は、８の字結
び目の場合に、変形空間が楕円曲線
になることに注目して、変形空間上
の有理点と双曲構造が退化して他の
幾何構造になる点との対応を発見し
ていた。一般の双曲結び目の場合に
は種数が２以上になるが、その場合
でも変形空間の有理点と幾何構造と
の対応があるかどうかを研究する必
要性があった。 

 
（３） 双曲群に限らない、より一般の離散
群の変形空間に関しては、連携研究
者・齋藤恭司氏によって、有限部分
グラフからなるホップ代数を用いて、
その変形空間上の保形関数の構成の
試みが行われていた。まずは保形関
数のひな形の増大関数の情報を集め
る必要性があった。しかしながら、
具体的に離散群の増大関数の計算自
体もあまり行われていない状況であ
った。そこで、藤井は、研究分担者・
佐藤隆夫氏とともに、ブレイド群を

はじめとする有限型アルティン群の
場合に、その元が測地的になるため
の必要条件に関する研究を行い、そ
の増大級数の計算を行っていた。 

 
２．研究の目的 
 
幾何学的に重要な離散群 Γ に対して、Γの
幾何を適切に反映させるリー群 G を選び、
Γの変形空間 X = Hom(Γ, G) を考える。本
研究では、次の２つの場合に的を絞って、 Γ 
の変形空間 X の構造を解明することを目的
とした。 
 
（１） Γが双曲群の場合。 
（２） Γがアルティン群の場合。 
 
特に、（１）では微分トポロジー的側面から
の解明、（２）では幾何学的群論の側面から
の解明を目的とした。 
 
３．研究の方法 
 
（１） 藤井は、研究分担者・上正明氏およ
び連携研究者・河澄響矢氏とともに、
双曲構造の変形理論の中では特殊で
あるが重要な双曲錐多様体の変形に
関して、微分トポロジーおよび双曲
幾何の手法を用いて、研究を行った。
具体的には、局所変形を与える調和
１形式を微分形式のコホモロジーを
用いて解析した。この解析をもとに
して大域的な変形のための障害に関
する問題に取り組んだ。 

（２） 藤井は、双曲結び目の場合に限定し
て、その上の双曲構造の変形空間 X 
を代数多様体としてみて、数論とト
ポロジーの間に成り立つ類似に着目
して、Xの構造の解明を行った。一般
に変形空間 X は種数２以上となるの
で、そのヤコビ多様体の構成を行っ
た。5_2 結び目の場合に X 上の有理
点に関する問題に取り組んだ。 

（３） 藤井は研究分担者・佐藤とともに、
各年度３回くらいの割合でセミナー
を開催し、離散群の変形空間の構造
の解明を行った。まずは、幾何学的
に重要な離散群の増大関数の計算を
具体的な群に関して行った。 

（４） 藤井と佐藤は、特にアルティン群に
関する場合に、その測地的オートマ
ティック構造の構成に取り組み、構
成に必要なコンピューターによるプ
ログラムを開発した。さらに、数式
処理システム Mathematica を用い
て、増大関数の有理関数表示におけ
る分母の多項式の組み合わせ論的観
点からの解析を行った。 

（５） 佐藤は、自由群の自己同型群の作用
で不変なイデアルの降下列を与えて、



その冪零商に自明に作用する正規部
分群を考えることによって、自由群
の自己同型群上にフィルトレーショ
ンを定義して、アンドレアダキス・
ジョンソン・フィルトレーションと
のずれを考察した。また、自由群の
自己同型群に上三角自己同型群とい
う概念を導入して、アンドレアダキ
ス予想の解明を行った。 

 
４．研究成果 
 
（１） 研究代表者・藤井は研究分担者・佐
藤隆夫氏とともに、二面体群型のピ
ュア・アルティン群 P について、詳
細に研究した。具体的に得られた研
究成果は次のものである。 
○1 群 P に対するポジティブ・モノイ
ド P+ が P に自然に単射で埋め込
めることを示した。証明でポイント
となるのは、ブレイド群に対して、
ガーサイドがポジティブ・モノイド
の元のキャンセラティビティを示し
たのと同様の議論が２面体群型のピ
ュア・アルティン群 P についても行
える点である。 
○2  ○1 の方法とはまったく異なる、群
論的な証明も与えることが出来た。 
○3 ポジティブ・モノイド P+に関して、
増大関数の係数の満たすべき漸化式
を求めて、それを用いて P+ の増大
関数を求めた。 
○4  ○3 で求めることの出来たポジテ
ィブ・モノイド P+ の増大関数の有
理関数表示について、数論の観点か
らの考察を行った。具体的には、増
大関数の有理関数表示における分母
の多項式の零点の分布を数式処理シ
ステム Mathematica を用いて調べ
た。そこで、１が零点であり、さら
に 0 と 1 で挟まれる開区間の中に
一つだけ零点が存在することが分か
った。また、その他の零点はすべて、
複素平面での単位円盤の外部に存在
することも分かった。 
○5 ２０１０年度の研究でポジティ
ブ・モノイド P+ の元を受理するオ
ートマトンを作成できていたが、そ
の手法を詳しく考察することによっ
て、群 P 自体の測地的代表元を受理
するオートマトンの構成に成功した。 
○6  ○5 で得られたオートマトンを用
いて、群 P の測地的増大級数 S の
計算に成功し、さらに増大級数 S の
有理関数表示 G/F を得ることにも成
功した。 
○7  ○6 で得られた増大級数 S の有理
関数表示 G/F の分母の多項式 F を
解析して、さらに ○4  の結果を用い
て、二面体群型のピュア・アルティ

ン群 P の増大率τ（S の収束半径の
逆数）がある数論的性質（τがピソ
数であるという性質）を持つことを
示した。ケラーハルス教授（スイス・
フリブール大学）がある種のコグゼ
ター群の増大率がペロン数（ピソ数
ならペロン数である）であろうと予
想している。この研究成果は、より
広範囲の群についてもその予想が成
り立つことを示唆する重要な例とな
った。 
○8 今後の展望としては、二面体群型
の場合のみならず、一般型のピュ
ア・アルティン群の場合に、測地的
代表元の特徴づけを行っていきたい
と思う。 

（２） 研究分担者・佐藤氏は、自由群 G の
自己同型群に関するアンドレアダキ
ス予想に関して、次のような研究成
果を得た。 
○1 自由群 G の IA-自己同型群の降中
心列とアンドレアダキス・ジョンソ
ン・フィルトレーションが、次数３
の部分群まで一致することを示した。 
○2 自由群 G の自己同型群上に降下
するフィルトレーションを定義して、
このフィルトレーションがアンドレ
アダキス・ジョンソン・フィルトレ
ーションとどの程度ずれているかに
ついての結果を得た。 
○3 自由群 G の上三角自己同型群と
IA-自己同型群の共通部分に関して
は、アンドレアダキス予想が成り立
つことを証明した。 
○4 今後の展望としては、アンドレア
ダキス予想を肯定的に証明したいと
考えている。 
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