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研究成果の概要（和文）：穴あきトーラスのSL(2,C)指標多様体において、BowditchによるQ条件、指標に対応する表現
の離散性、写像類群の力学系の複雑さ、の３者の関連を中心研究を行った。特にリニアスライスと呼ばれる指標多様体
の部分集合内において、離散領域の大域的な形状に関する小森洋平氏との共同研究を発表した。また、原始安定性とい
うMinskyによって近年定義された力学系の複雑さをはかる概念について、計算機実験を行い、Q条件との比較を行った
。

研究成果の概要（英文）：We studied the SL(2,C)-character variety of once punctured torus.  In particular, 
we investigate the relation between the Q-condition due to Bowditch, the discreteness of the corresponding
 representation, the complexity of the dynamics of the mapping class group action on the character variety
.  We published a joint paper with Yohei Komori on the global structure of the discreteness loci of the li
near slices of the character variety.  We carried our a computer experiments on primitive stableness, whic
h was introduced recently by Minsky and measures the complexity of the dynamics of the mapping class group
 action, and compared our results with Q-condition.
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
指標多様体 X = Hom(π,SL(2,C))//SL(2,C)
の要素（指標）は，対応する表現の像が
SL(2,C) の中で離散群となっている場合に
は曲面の双曲幾何構造を与えるため，Xを離
散指標からなる部分 D とそうでないものか
らなる部分 D’の２つに分解して考えること
はこれまでよく行われてきた．タイヒミュラ
ー空間は群が SL(2,R)のときのDの連結成分
と同一視できることが Goldman により示さ
れ，群が SL(2,C)のときは，D はクライン群
の変形空間として非常に重要な研究対象で
あるとともに，2000 年以降に大きな進展が
見られた．この分解は「幾何学的分解」と呼
はれ，特に曲面が穴あきトーラスの場合には
Jorgensen による先駆的な研究がある． 
一方，Xをその中で写像類群の作用が固有
不連続に作用する部分Pとそうでない部分P’
に分ける「力学系的分解」も考えられる．タ
イヒミュラー空間上には写像類群が固有不
連続に作用することと，像が離散的でない表
現はカオス的であることを考えると，素朴に
は幾何学的分解と力学系的分解は自然に一
致するようにも思える．しかし驚くべきこと
に近年 Minsky–Lubotzky により定義された
原始安定と呼ばれるXのクラスはPの部分集
合でありながら D の要素も含むことが示さ
れ，上の素朴な考えの反例を与えると共に近
年注目が高まっている． 
 曲面が１つ穴あきトーラスの場合には指
標多様体上の写像類群の作用に関しては
Bowditch, Tan-Wang-Zhang らがフックス
群の擬等角変形および McShane の等式との
関連で Q条件と呼ばれる条件を導入，研究を
行ってきている．McShane の等式は近年
Mirzakhani によるモジュライ空間の
Weil-Petersson 体積の計算で本質的な役割
を果たすなど，発展が期待されている．しか
し，Minsky が原始安定性を定義した論文で
も未解決問題として挙げられているように，
原始安定性と Q 条件の関係はこれまでのと
ころ不明で，これらの関連が興味をもたれて
いる．また，同じ論文で同じく問題として挙
げられていることに，与えられた Xの要素が
原始安定かどうかを判別するアルゴリズム
を与えよというものがある．これが可能にな
ると，計算機実験により離散性・原始安定
性・Q 条件の比較を行うことが出来，今後の
研究において大きな進展が期待される． 
 本研究代表者は，大阪市立大学の秋吉宏尚
氏，広島大学の作間誠氏，大阪大学の和田昌
昭氏らと上記 Jorgensen 理論の精密化の研
究を近年行ってきた．加えて早稲田大学の小
森洋平氏，東北大学の須川敏幸氏および上記
の和田氏らと離散性判定アルゴリズムを利
用した研究を行ってきた．また，シンガポー
ル国立大学の Tan Ser Peow 氏と，Q 条件判
定アルゴリズムを利用した研究を行ってき
ており，特に，計算機ソフトウエアとして実
装し，計算機実験をこれまで行ってきている． 

２．研究の目的 
曲面Σの基本群πのリー群 G への表現全
体の G の共役による作用による幾何学的不
変式論(GIT)の意味での商空 Hom(π,G)//G
は，曲面群の指標多様体と呼ばれ，自然に写
像類群による作用を許容し，この空間と作用
を幾何的および力学系的に理解することが
最も基本的な研究目的である．特にΣが穴あ
き曲面で G が SL(2;C) の場合，指標多様体
には，写像類群作用の固有不連続性に関連し
て Bowditch, Tan–Wang–Zhang らによるも
のとMinsky–Lubotzky によるものの２種類
の分解が考えられ，どちらもタイヒミュラー
空間論およびクライン群論に深く関連する
が，両者の関係は未解決問題となっている．
本研究課題ではこれら２つの関係を解明す
ることを研究目的とする． 
 
３．研究の方法 
研究の目的で述べた２つの関係を計算機
実験及び理論的なアプローチの２つを利用
して行う．これは，計算機実験をおこなうこ
とで理論に関するヒントが得られることを
期待しているためである． 
はじめに，すでに部分的に着手している原
始安定性判定アルゴリズムの開発と計算機
上での実装を行う．実装は，現有のパーソナ
ルコンピュータ上でのプログラミングで行
う．さらに年度内に計算機実験により Q 条件
との比較を行う．これは基本的には
Whitehead のアルゴリズムとして知られて
いるものを変形することにより行う．このア
ルゴリズムは Minsky 氏が原始安定の研究を
行う際に利用したものである．これを本研究
課題の判定アルゴリズムに組み込むことで，
効率の良いアルゴリズムを構成する． 
それ以降に，原始安定性と Q 条件の包含関
係について研究を行う．はじめに Q 条件をみ
たすものがいつ原始安定になるか，次に原始
安定であるものがいつ Q 条件をみたすかを
調べる．これには Lubotzky による redundant 
条件を使用する方法と，群の原始元に楕円的
または放物的な元が含まれているのかどう
かを探索する方法があり，両者を検討するこ
とにより議論を行う． 
実験結果および上記２つの性質の関係に
ついて検討するため，国内外の関連研究者と
議論を行う． 
 
４．研究成果 
（１）穴あきトーラスの指標多様体において，
対応する表現が離散群となるような指標か
らなる部分集合（離散領域）の分布の様子を
調べることは基本的な問題である．指標多様
体自体は複素２次元的なものであるが，複素
１次元となる部分集合を考え，その様子を詳
細に調べる研究がこれまで多くなされてき
た． 
 本研究代表者はシンガポール大学のTan氏
と英国ウォーリック大学の Series 氏との共



同研究で，ダイアゴナルスライスと呼ばれる
指標多様体の部分集合における離散領域と Q
条件を満たす領域の違いの様子を記述する
ことに成功した．完備有限体積穴あきトーラ
スに対応する指標多様体の部分集合におい
ては離散領域とQ条件を満たす領域が等しく
なることが予想されているが，今回の（完備
有限体積ではない）ダイアゴナルスライスに
おいてはそれらが大きく異なっていること
を理論的に考察した．さらにこの違いは，有
限指数部分群を用いても離散性は変化しな
いがQ条件は変化することによって生じてい
ること，さらにどのような有限指数部分群に
関するQ条件がこの場合の離散性と対応して
いるのかという点について考察を行った．そ
の結果，離散性と特に対応している有限指数
部分群は，これまで研究されてきていたライ
リースライスとよばれる部分集合について，
穴の周りの条件を若干変えることよって得
られるもので，いわば一般化されたライリー
スライスと呼ぶべきものであることが分か
った．さらにこのスライスについてプリーツ
不変量とよばれるものがもともとのライリ
ースライスと同様に定義され，それらが群の
離散性を制御するとともに，幾何学的な特徴
をよくとらえていることを観察することが
できた．この結果は研究集会などで発表して
いる． 
 
（２）本研究代表者はリニアスライスと呼ば
れる指標多様体の部分集合における離散領
域の連結成分の数に関する小森洋平氏との
共同研究を，論文として発表した． 
マスキットスライスと呼ばれるスライス
においては離散領域の連結成分の数は本質
的には１つであることが以前から知られて
いたが，リニアスライスを与えるためのパラ
メータを適切に変化させることにより，連結
成分の数が常に２以上になるようなパラメ
ータの集合を与えることに成功した．また，
計算機実験によりそれぞれのスライスにお
いて離散領域の形状がどのようなものであ
るかなどについて数値的な実験結果を示す
ことに成功した． 
 
（３）任意の閉３次元多様体は３次元球面の
分岐被覆として得られることは古典的によ
く知られている．特に分岐点の集合として双
曲絡み目をとることが可能である．これを利
用して，閉３次元多様体の複雑さを測る指標
とみなすことができる絡み目体積という不
変量を，本研究代表者は米国アーカンソー大
学のヨアブリエック氏との共同研究におい
て定義した．より具体的には，閉３次元多様
体が与えられたときに，それと同相な球面上
の双曲絡み目で分岐する分岐被覆をすべて
考え，それぞれの双曲絡み目の補空間の双曲
体積と被服度との積の下限によって，絡み目
体積を定義した． 
 ここで基本的な課題となるのは，よく研究

されている通常の双曲体積と我々の絡み目
体積との関係を調べることである．共同研究
の結果，双曲体積の場合に類似した４面体分
割の必要最小数に関する構造定理を得るこ
とができ，査読付き論文として発表した．ま
た，双曲体積と絡み目体積の比がいくらでも
大きくなるような閉３次元多様体の列が構
成可能であることをしめし，両者が本質的に
異なる挙動を示すものであることを発見し
た．これらの結果は，学会などにおいても発
表した． 
 
（４）無限離散群における重要な未解決問題
に，階数２の自由アーベル群を部分群として
含まない有限表示群（より正確には K(G,1)
の場合に限定すべきであることが知られて
いる）は双曲群か，というものがある．一般
にはこれについての反例があることが予想
されるが，それとは別にどのくらい広い範囲
の有限表示群が上記の条件を満たすかとい
うことを調べることも重要な問題である． 
 本研究代表者は，田村誠氏，中川義行氏と
の共同研究で，対象とする離散群の範囲をオ
ートマティック群と呼ばれる範囲に限定し
て，上記の問題へのアプローチを行った．そ
の結果，階数２の自由アーベル群そのもので
はないが，それに近い構造を多くの双曲的で
はないオートマティック群が許容すること
を見出した．さらに，オートマティック群の
中でも CAT(0)群と呼ばれる良い幾何構造を
持つ群の場合は，適当な条件を加えることに
より階数２の自由アーベル群そのものを実
際に許容することを見出した．これらの結果
は研究集会などで発表した． 
 
（５）研究当初の背景でも述べたように，原
始安定性という概念は指標多様体の上に作
用する写像類群の力学系的な複雑さを考察
する上で重要な概念であるが，離散性や Q条
件との関係などは知られていないことが多
いのが現状である．本研究代表者は，Minsky
による原始安定性をみたす部分集合が開集
合であることを示すための議論をヒントに
して原始安定性を示すためのアルゴリズム
に関する実験を行った．その結果，有限体積
完備穴あきトーラスの場合においては原始
安定性とQ条件は同値である可能性が高いと
いう実験結果を得た．（ただしこの結果は数
値実験によるもので理論的な証明ができて
いるわけではない．）これらの結果は研究集
会などで発表した， 
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