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研究成果の概要（和文）：対称空間は各点で点対称が定義できるリーマン多様体であり、微分幾何学において重要かつ
基本的な研究対象である。研究代表者は田崎博之氏と共同で、コンパクト型エルミート対称空間Mの２つの実形の交叉
が対蹠集合になることを、Mが既約でない場合も含めて証明した。また、Peter Quast氏と共同で、対称Ｒ空間の鏡映部
分多様体が凸であることを証明した。さらに、Jost-Hinrich Eschenburg氏とQuast氏と共同で、半単純エルミート対称
空間Mを半単純リー群Gの随伴軌道として実現した場合に、Mの等長変換はGのリー環の線形等長変換に拡張できることを
証明した。

研究成果の概要（英文）：A symmetric space is a Riemannian manifold which admits the geodesic symmetry at e
ach point, which is an important and fundamental object in differential geometry. The principal investigat
or proved, in the joint work with Hiroyuki Tasaki, that the intersection of two real forms in a Hermitian 
symmetric space M of compact type is an antipodal set where M is not necessarily irreducible. She also pro
ved, in the joint work with Peter Quast, that any reflective submanifold in a symmetric R-space is convex.
 And she also proved, in the joint work with Jost-Hinrich Eschenburg and Quast, that any isometry of a sem
isimple Hermitian symmetric space M can be extended to a linear isometry of the Lie algebra of G when M is
 realized as an adjoint orbit of a semisimple Lie group G.
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１．研究開始当初の背景 
各点で点対称（その点を孤立不動点とする対
合的等長変換）が定義できるリーマン多様体
を対称空間とよぶ。特にリーマン多様体がエ
ルミート多様体で、点対称が正則等長変換の
とき、対称空間はエルミート対称空間とよば
れる。エルミート対称空間の対合的反正則等
長変換の不動点集合は実形とよばれる。２次
元球面の大円が実形の典型的な例である。２
次元球面の２つの異なる大円は必ず対蹠的
な２点で交わる。研究代表者は田崎博之氏と
の共同研究で、この事実を一般のコンパクト
型エルミート対称空間の実形に対して拡張
した。すなわち、コンパクト型エルミート対
称空間の２つの実形の交叉が離散的ならば
対蹠集合になることを証明した。ここで対蹠
集合とは、各点での点対称がすべての点を固
定するような離散集合である。コンパクト対
称空間の対蹠集合の位数の最大値を
2-number とよび、2-number を与える対蹠
集合を大対蹠集合とよぶ。田崎氏と研究代表
者はさらに、２つの実形が合同なときには交
叉が大対蹠集合になることを証明した。この
証 明 で 重 要 な 役 割 を 果 た し た の は
Chen-Nagano理論である。Chen-Nagano理
論は、コンパクト対称空間の「極地」と「子
午空間」とよばれる全測地的部分多様体の組
によってその対称空間の構造が決まるとい
う理論で、1980年代に B.-Y. Chenと長野正
によって構築された。 
 
２．研究の目的 
対称空間は微分幾何学における重要かつ基
本的な研究対象であり、リー群とリー環の理
論を応用することにより、その性質や構造を
具体的に調べることが可能である。
Chen-Nagano 理論は、極地と子午空間とよ
ばれる全測地的部分多様体（したがってそれ
らは対称空間の構造をもつ）の組を基本的な
枠組みとするコンパクト対称空間の理論で
ある。Chen-Nagano 理論を用いて、従来の
研究とは異なる視点と手法によりコンパク
ト対称空間の性質や構造をより深く理解し、
関連する幾何に応用することが研究代表者
の研究目標である。本研究課題では１．で述
べた研究の背景を動機として、より一般のコ
ンパクト対称空間の２つの鏡映部分多様体
の交叉を調べることを目的とした。 
 
３．研究の方法 
(1) コンパクト型エルミート対称空間の２
つの実形の交叉が離散的ならば対蹠集合に
なることの証明を参考にして、コンパクト対
称空間の２つの鏡映部分多様体の交叉につ
いての考察を行った。その際、我々の証明に
不備があることに気付いた。証明中の議論に、
コンパクト型エルミート対称空間が既約で
ない場合には正しくない議論が含まれてい
た。そこで、この問題を解決して正しい証明
を与えるために、既約ではないコンパクト型

エルミート対称空間の実形について考察す
ることが必要になった。非既約コンパクト型
エルミート対称空間の実形の分類、および、
非既約コンパクト型エルミート空間におけ
る２つの実形の組み合わせの分類を行った 
。 
(2) コンパクト型エルミート対称空間の実
形は対称Ｒ空間であることが知られている。
対称Ｒ空間はコンパクト対称空間の中でも
特に良い性質を持つ。対称Ｒ空間については
いくつかの特徴付けが知られているので、そ
れにより多角的に対称Ｒ空間の鏡映部分多
様体を研究することを試みた。 
 
4．研究成果 
(1) 既約コンパクト型エルミート対称空間
Ｍの反正則等長写像に対して対角実形とよ
ばれるＭ×Ｍの実形が定まる。非既約コンパ
クト型エルミート対称空間の実形は、既約因
子の実形と対角実形の直積であることがわ
かった。また、コンパクト型エルミート対称
空間Ｍの２つの実形の組み合わせは、本質的
に４つの場合に分類できることがわかり、２
つの実形の交叉は、Ｍが既約の場合に帰着さ
れる場合と、２つの実形がともに対角実形の
場合に帰着される場合を考えれば十分であ
ることがわかった。以上の結果を用いてコン
パクト型エルミート対称空間の２つの実形
の交叉が離散的ならば対蹠集合になること
証明を正しく修正し、前論文の修正と非既約
の場合の結果をそれぞれ論文にまとめた。こ
れらは学術雑誌への掲載が決定している
（〔雑誌論文〕②, ③）。対称Ｒ空間の２つの
鏡映部分多様体の交叉については、具体例を
中心に考察を行いある種の仮定のもとでは
交叉が対蹠集合になることがわかったが、研
究を継続中である。 
 
(2) コンパクト型エルミート対称空間の２
つの実形の交叉Ｉと、それらの実形を定める
対合的反正則等長変換から得られる正則等
長変換の不動点集合Ｆとの関係に着目し、Ｆ
がいつ離散的になるか、そのときＦとＩは一
致するかについて調べた。Ｆが離散的になる
ための必要十分条件を求め、それにより、Ｆ
が離散的なときには対蹠集合になること、お
よび、Ｉと一致すること、さらに、ある種の
ワイル群の軌道になることがわかった。これ
らの研究には対称三対を利用した。これらの
結果は井川治氏および田崎博之氏との共著
論文として発表予定である。 
 
(3) コンパクト型エルミート対称空間の実
形は対称Ｒ空間であり、その逆も成り立つこ
とが知られている。Peter Quast 氏と研究代
表者は対称Ｒ空間Ｍの鏡映部分多様体Ｓが
凸であることを証明した。つまり、Ｓの任意
の２点を結ぶＳ内の最短測地線はＭ内でも
最短であることを証明した（〔雑誌論文〕⑨）。
対称Ｒ空間の鏡映部分多様体は対称Ｒ空間



であろうとの予想のもと、研究代表者は
Jost-Hinrich Eschenburg 氏と Quast 氏との
共同研究で、対称Ｒ空間Ｍを外的対称空間
（あるコンパクト型対称空間の線形イソト
ロピー軌道として実現されるユークリッド
空間Ｅの部分多様体）と見なすことにより、
Ｍの等長変換がユークリッド空間Ｅに拡張
できるかについての考察を行った。その結果、
対称Ｒ空間の特別なクラスであるコンパク
ト型エルミート対称空間、および、非コンパ
クト型エルミート対称空間について、任意の
等長変換がユークリッド空間（この場合は半
単純リー環）の線形等長変換に拡張できるこ
とを証明した（〔雑誌論文〕⑥）。その証明は
一般の対称Ｒ空間にただちに拡張できるも
のではなく、拡張のためには対称Ｒ空間の内
在的な性質をよく調べる必要があると判断
し、Loos による直交トーラスを用いた対称Ｒ
空間の特徴付けに着目した。Loos の証明はジ
ョルダン三対系の理論を用いたものである
が、Chen-Nagano 理論を用いたより幾何学的
な手法により、対称Ｒ空間の極大トーラスは
直交トーラスになることを証明した（〔雑誌
論文〕①）。 
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