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研究成果の概要（和文）：ブラウン・ブース・ティロットソン理論が基点付位相空間の間の写像空間のホモトピー論に
応用された．基点付指数写像を用いることにより，基点に対する条件を付けずに関数空間のペアリングの理論が証明さ
れた．対写像のホモトピー類が定義され，その応用例が得られた．サイクリック元を保つ写像のホモトピー集合がモノ
イドや群となる場合の条件が得られた．双対の理論も得られた．位相空間の一般化として作用子をもつ集合が定義され
様々な公式と例が得られた．位相空間において研究されていた極大開集合と極小開集合の理論の一般化が得られた．

研究成果の概要（英文）：The Brown-Booth-Tillotson theory was applied to homotopy theory of function 
spaces of based topological spaces. Making use of the exponential function for based spaces, the theory 
of pairing was proved without conditions for base points. The set of homotopy classes of pair maps was 
defined and applications of it were obtained. Conditions were obtained for the homotopy set of cyclic 
elements preserving maps to be monoids or groups. The dual theory was also obtained. The set with 
operations was defined as a generalization of the topological space and various formulas were obtained. A 
generalization of the theory of maximal open sets and minimal open sets in the topological spaces was 
obtained.

研究分野：数学・幾何学

キーワード： 幾何学　トポロジー
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１．研究開始当初の背景 
ホモトピー不変量を研究する上で重要
なホモトピー論における双対性の研究
は，1950 年代後半のエックマンとヒル
トンの一連の研究から始まったが，それ
らの成果を踏まえたヒルトンの本
(1965)により一応の体系化された枠組
みが認識された．しかしながら，エック
マン・ヒルトン双対性はホモトピー論に
おいて完全な（圏論的な意味での）双対
性が成立していることを主張している
のではなく，その双対性の成立しない
様々な定理群が重要な幾何学的意味を
もつことが認識されていて，現在でも大
きな研究対象となっている．そこには写
像空間の指数法則が介在していること
が分かる．例えば，懸垂空間と閉道空間
がホモトピー論におけるエックマン・ヒ
ルトン双対性を与える空間の構成方法
として対応している．閉道空間は写像空
間であり，エックマン・ヒルトン双対性
を通して写像空間の位相の重要性がわ
かるが，戸田積, ホップ不変量の一般化，
ゴットリーブ群の一般化とその双対を
研究する場合にガンマ閉道空間等の写
像空間の位相の研究が必要となる．ホモ
トピー不変量の研究には，基点付位相空
間を考察することが必要である．基点付
位相空間の圏においても，指数写像の全
単射対応が任意の基点付位相空間に対
して成立することが平嶋・小田により最
近証明された．ここに現れる写像空間は
ホモトピー論を展開する上で必要な性
質を備えているだけでなく，写像空間の
ペアリングを研究するのに不可欠な２
つの自然な写像も任意の基点付位相空
間に対して同相であることが証明され
ているので，この位相を用いて双対性の
研究を進展させる理論的基礎ができて
いるといえる． 

 
２．研究の目的   
指数写像が任意の位相空間に対して全
単射対応となるとき，このような写像空
間の位相は一意的に定まり，指数位相と
呼ばれる． ブラウン・ブース・ティロ
ットソンにより導入された直積集合の
位相と指数位相を用いて定義される写
像空間とが非常に良い対応をしている
こと，すなわち，指数写像（通常の直積
空間と同じく，随伴写像を対応させる写
像）は，任意の位相空間に対して全単射
であることが最近，平嶋・小田の研究に
より示された．この定理により得られた
指数法則は，任意の位相空間に対して成
立しているので従来は空間に様々な条
件を付けて成立することが証明されて
いたいくつかの有用な古典的な定理の
拡張を可能にするだけでなく，基点付位
相空間の間の基点を保つ連続写像の集

合に大変良い性質をもつ位相を導くこ
とが判明しつつある． 
本研究では，新しく定義された指数位相
を用いて写像空間の位相の性質を解明
し，そのホモトピー不変量への応用，具
体的には，ゴットリーブ群を用いた写像
の類の決定，2次結合とホップ不変量の
関係，空間の分解に関する定理，非安定
周期族の存在と非存在，空間の LSカテ
ゴリーの決定，同変空間の間の写像空間
の性質の解明等の研究を行う．写像空間
の位相は，エックマン・ヒルトン双対性
を通して理論的に重要な役割を担う． 

 
３．研究の方法 
ブラウン・ブース・ティロットソンの理
論を基点付位相空間の圏で詳しく研究
し，ホモトピー論における双対性に関す
るエックマン・ヒルトン双対性の理論も
視野に入れて研究する．ブラウン・ブー
ス・ティロットソン積の非対称性から非
常に良い位相空間のクラスが定義でき
ることが平嶋・小田の研究により知られ
ているが，このクラスの位相空間に対し
てホモトピー論を研究し，ホップ不変量
と戸田積及び対角写像との関係を解明
する．箱積の双対の概念を一般コホモロ
ジー論へ応用する．有理空間に対して代
数的モデルを用いて m ペアリングと n
コペアリングを研究する．LS カテゴリ
ーへの応用，リー群とその一般化に対す
る応用を研究する．ブラウン・ブース・
ティロットソン理論に関する基礎理論
を発展させる．特に，基点付位相空間の
圏での理論はまだ解決すべき点があり，
この研究では「便利な圏」として必要な
性質を研究する．そのために，ブラウ
ン・ブース・ティロットソン積の非対称
性を用いて平嶋・小田により定義された
非常に良い性質をもった位相空間の大
きなクラスを研究し，ホモトピー論にお
ける双対性を研究するためのより広い
圏を定義することを試みる．この圏にお
いて有用な古典的な結果の拡張も視野
に入れて研究を進める．一定の条件を満
たすファイバー列に付随したホップ不
変量とその双対の理論を考察し，ホモト
ピー不変量の研究に応用する．２次結合
とホップ不変量の関係を解明する．箱積
の双対は，以前，ザブロドスキーがコホ
モロジー論へ応用を試みているが，コホ
モロジー論への応用も視野に入れて研
究する．応用として様々な空間の非安定
周期族の構成を研究する．Γ懸垂空間と
Γ閉道空間の双対性を研究する．この構
成方法については，Γ安定圏の理論も考
察する．ホモトピー論の研究のために開
発された写像空間の位相は，同変空間の
間の写像空間の性質の解明に役立つこ
とが認識され始めているので，同変空間



に対して写像空間の位相を調べる． 
 
４．研究成果 
次のような研究成果を得た． 
（１）指数位相により定まる写像空間の
位相に関しては，基点付位相空間の圏に
おいて，ブラウン・ブース・ティロット
ソン理論を研究し，本研究の理論が写像
空間のホモトピー論及び同変空間の間
の写像空間の理論に応用できることが
示された．特に，基点付指数写像を用い
ることにより，基点に対する条件を付け
ずに関数空間のペアリングの理論が構
築できることが示された．また，写像空
間への群作用については，空間の新しい
クラスを定義することによりそれらの
クラスに属する群の作用が連続である
ことが得られた．さらに，極限と余極限
の理論に対しても，我々の理論を応用す
ることができた． 
（２）ブラウン・ブース・ティロットソ
ン積を用いて定義される位相空間のク
ラスの研究により，代数的位相幾何学を
研究するための圏として，従来 k空間の
圏として知られていた位相空間の圏よ
りも広い位相空間の圏を定義すること
ができた．この圏は，k 空間の圏を含む
ので，従来の k理論より優れた圏である
ことが期待されるが，ブラウン・ブー
ス・ティロットソン積を用いて定義され
る位相空間のクラスは多くの結果とと
もに検討課題も多く存在することが分
かった． 
（３）ホモトピー不変量に関しては，2
次と 3 次の戸田積について結果を得た．
古典的な戸田積に関する戸田の公式の
圏論的な証明も研究し，圏論的定式化が
可能であることが確認された．さらに，
懸垂空間に対して示されていた戸田の
公式の拡張として，余ホップ空間および
ホップ空間と戸田積との関係について
新しい公式が得られた．その証明に用い
られた手法が前行列戸田積および後行
列戸田積の非決定因子の計算に有効で
あることが示されたことは大きな成果
である． 
（４）連続写像のホモトピー集合の中で
ゴットリーブ群をゴットリーブ群に移
す写像の全体を考えると1つの部分集合
が定まるが，ここでは一般化されたゴッ
トリーブ群を用いて写像の類を定義し
様々なホモトピー不変集合を得た．この
研究のため対写像のホモトピー類を定
義し，いくつかの例について具体的に決
定することができた．この対写像はヒル
トン等の定義した対写像とは異なるも
のであるが，この新しく定義された対写
像のホモトピー類は以後の理論の展開
に不可欠であり，その応用例を得た．一
般化されたゴットリーブ群を用いて新

しく定義された写像の類の集合のモノ
イドとしての性質や群となる場合の条
件が得られた．特にコファイバー列に対
して重要ないくつかの例が得られた． 
（５）3 次のホモトピー作用素に関して
は，具体的な例を構成するために現在知
られている3次の戸田積について研究を
進めた．特に 3次の戸田積について大石
の結果をカテゴリーの視点から明確化
し定義の一般化を行うことを目標とし
て研究を行ったが，そのために多くの行
列戸田積を決定した． 
（６）ルターの写像の性質を詳しく調べ
ることにより箱積の非決定因子が弱い
条件の下で通常のホモトピー集合で記
述できることが示され，定式化された． 
（７）写像空間への群作用に関して，ブ
ラウン・ブース・ティロットソン積の中
心化クラスの概念を用いて同変空間の
指数法則の定式化が得られた．すなわち，
作用する群に対し，その群の中心化空間
の族を定義し，この中心化空間の族は k
空間を含むことを証明した．さらに，一
定の条件の下でブラウン・ブース・ティ
ロットソン積は同変空間となり指数写
像はその群の中心化空間に対して同変
同相写像となることが証明できた． 
（８）ゴットリーブ群を保つ写像のなす
集合に関する共同研究は論文として
2013 年に発表されているが、双対の概念
であるコゴットリーブ群を保つ写像に
関して共同研究を進め双対の結果を得
た．ゴットリーブ群は写像空間による特
徴づけが可能であるので様々な良い性
質が写像空間の性質を用いて導かれる
のに対して，コゴットリーブ群は対応す
る議論が困難であるのでそれに代わる
研究が必要であるが，コゴットリーブ群
を保つ写像に関しても写像の類を定義
し様々なホモトピー不変性を調べ，対写
像のホモトピー類を応用して，モノイド
としての性質や群となる条件が得られ，
野村の完全列等を用いて非自明な例が
得られた． 
（９）一般化された高次の戸田積に関し
て，nタイプの 3次のホモトピー作用素
を定義し，具体的な例を構成した．球面
のホモトピー群を用いて構成したが，実
際の計算は不確定部分の決定が大変難
しいことが確認できた．応用する場合は，
不確定部分が自明になるような空間を
選定し，コホモロジー群との関係を用い
て計算することで新しい結果が得られ
ると思われる． 
（１０）写像空間の位相に関して，平
嶋・小田の共同研究により，ブラウン・
ブース・ティロットソン積の応用を研究
し，ダイダックの積等とブラウン・ブー
ス・ティロットソン積との関係の解明に
成功した．基本的な結果として，アレク



サンドルフ空間に対する結果を用いて，
ナイト・モラン・ピムの結果やダイダッ
クの結果とブラウン・ブース・ティロッ
トソン積との関係を解明した．さらに，
ダイダックの反射空間の概念を拡張し，
空間が拡張された意味での反射空間で
あることと空間が中心化空間であるこ
とが同値であることが示された． 
（１１）コゴットリーブ群を保つ連続写
像についての様々な定理が得られたが，
余直交関係を保つ連続写像に拡張した．
特に，対写像とファイブレーションとの
関係に関して興味深い結果が得られた．
コホモロジー群からの写像とコゴット
リーブ群からの写像は詳しく調べるこ
とができ，それらが定義されるための条
件と準同型写像になるための条件や全
射写像になるための条件が示された． 
（１２）笠原は集合族に対して作用子を
定義し，位相空間における様々な問題に
作用子を応用しているが，さらに一般的
な応用を試みる場合は笠原による作用
子の定義を拡張する必要がある．笠原の
作用子を拡張するとともに，その拡張が
位相空間の一般化に応用出来ることを
示した．すなわち，位相空間の一般化と
して作用子をもつ集合を定義し，その集
合の内部と閉包を定義し，様々な公式と
例を得た．特に，2 種類の内部と閉包を
定義する必要があることが示された．す
なわち，作用子そのものを用いて定義さ
れるものと，作用子から定まる「開集合」
を用いて定義される2種類の内部と閉包
が定義可能であり，それらは本質的に異
なる．しかし，開集合との関係，古典的
な公式の拡張，内部と閉包の相互の関係
を与える公式等が導き出される．様々な
例を調べて，これらの違いを研究した．
作用子をもつ集合においても極大開集
合と閉包との関係も得られ，さらにプレ
開集合やセミ開集合も定義されそれら
の間の関係も得られた． 
（１３）作用子をもつ集合における極大
開集合，極小開集合，極大閉集合及び極
小閉集合を公理論的な見地から定式化
し，位相空間において研究されていた極
大開集合，極小開集合，極大閉集合及び
極小閉集合の理論の一般化が得られた．
具体的には，集合の部分集合族に対して，
極大対象と極小対象を定義し，それらが
みたす条件を，「有限和で閉じている」，
「有限共通部分で閉じている」，「無限和
で閉じている」，「無限共通部分で閉じて
いる」という公理の下で様々な結果を示
した．これらの公理は集合の束における
条件であり位相空間だけで定義される
ものではないのでこのような一般化を
行った．応用として，作用子をもつ集合
における極大開集合と極小閉集合の結
果を導いた． 
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