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研究成果の概要（和文）：シンプレクティック幾何学と複素代数幾何学という二つの一見全く無関係に見える数学が，
自分と鏡像の関係のように常に一体として対称的にあらわれるという現象があり，それはホモロジー的ミラー対称性と
呼ばれている．本研究はホモロジー的ミラー対称性の理解における極めて重要な問題の解決に向けての活路を探究する
ことである．
カラビヤウｄｇ圏に対して定まるホモトピー微積分代数に対する形式化予想を仮定することにより，原始形式が構成で
き，さらには平坦構造が得られるということを示したのが本研究の成果である．

研究成果の概要（英文）：Homological mirror symmetry is a symmetry which interchanges the role of the sympl
ectic geometry and the complex algebraic geometry. The purpose of this research is a trial to solve one of
 the most important problems in the theory of homological mirror symmetry.
Assuming a certain formality conjecture for a homotopy calculas algebra associated to a Calabi-Yau dg cate
gory, we obtain a primitive form and hence a Frobenius structure on the versal deformation space for the c
ategory.
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１． 研究開始当初の背景 
(1) ミラー対称性とは，シンプレクティック
幾何学に対応するＡ模型と複素代数幾何学
に対応するＢ模型という，二つの位相的弦理
論の等価性のことである．ミラー対称性は，
定性的・定量的なさまざまな予想を与え，こ
れまで個別に研究されてきた数学を結び付
ける，極めて興味深い現象である． 

 
(2) とくに重要な課題は，ホモロジー的ミラ
ー対称性予想の証明である．これはＡ模型お
よびＢ模型に対して「ブレーン」のなすｄｇ
圏（またはＡ無限大圏）を独立に構成し，そ
れらの間に圏同値を示すという問題であり，
ミラー対称性の起源を自然に説明するため
にKontsevich氏が1994年に提唱したもので
ある．深谷賢治氏・小野薫氏・太田啓史氏・
Oh 氏・Seidel 氏をはじめとする多くの研究
者により，これまでにさまざまな重要な成果
が得られている．研究代表者も特異点のホモ
ロジー的ミラー対称性の研究で基本的な貢
献をしている． 
 
(3) ミラー対称性には，古典的ミラー対称性
予想と呼ばれる，Gromov-Witten不変量の理
論とホッジ構造の変形理論の等価性を予想
する現象が知られている．ホモロジー的ミラ
ー対称性が比較的定性的なものであるのに
対して，古典的ミラー対称性は比較的定量的
なものである．これらのミラー対称性は独立
ではなく，ホモロジー的ミラー対称性の帰結
として，古典的ミラー対称性が函手的に得ら
れるということも，Kontsevich氏によって予
想されたことである．そこで，ｄｇ圏（また
はＡ無限大圏）から函手的にホッジ理論およ
び平坦構造（フロベニウス構造）を構成する
ことが具体的研究課題となった． 
 
(4) 一方，これまでに知られている，最も普
遍性のある平坦構造の構成法は，齋藤恭司氏
による原始形式の理論である．これは超曲面
特異点の変形理論に対して定式化されたも
のであるが，詳細を見てみると，非常に圏論
的不変量との類似があることがわかる．した
がって，ｄｇ圏（またはＡ無限大圏）に対す
る原始形式の理論の構成が望まれることと
なった． 
 
２．研究の目的 
(1) 本挑戦的萌芽研究における目的は，カラ
ビヤウｄｇ圏に対する非可換ホッジ理論・原
始形式・平坦構造の構成という，ホモロジー
的ミラー対称性の理論における極めて重要
な問題の解決に向けての活路を探究するこ
とである． 
 
(2) 非可換ホッジ構造とは，原始形式の理論
に登場した，フィルター付きドラムコホモロ
ジー群・Gauss-Manin 接続のアイデアに基
づき，通常のホッジ構造を一般化したもので

あり，Katzarkov氏・Kontsevich氏・Pantev
氏によって導入された． 
 
(3) 非可換ホッジ構造の原型であるホッジ
構造と周期写像の理論を展開するためには，
複素ベクトル空間・フィルター・重み・整構
造・偏極が必要である．しかしながら，非可
換ホッジ構造には整構造・偏極の一般化とな
るべき対象が構成されておらず，理論として
未完成である．したがって，原始形式の構成
および平坦構造の導出に大きな困難があっ
た． 
 
(4) そこで，本研究では，非可換ホッジ構造
に対する偏極と整構造の基礎理論を構築し，
カラビヤウｄｇ圏に対して非可換ホッジ構
造を函手的に構成することを具体的目標と
した． 
 
２． 研究の方法 
(1) 非可換ホッジ理論に対して，整構造およ
び偏極を構成するために，以下の具体的課題
に対して解決を試みた．また，連携研究者で
ある入谷寛氏をはじめとする国内外の関連
分野の研究者との密接かつ頻繁な研究打ち
合わせを行うことにより，研究課題の遂行を
促進した． 
 
(2) 代数閉体上コンパクトで滑らかなｄｇ
圏に対して，ホッホシルトホモロジー群上に
非退化で次数付き対称な双線型形式を構成
する． 
 
(3) ホッジ・ドラームの退化が成立する代数
閉体上コンパクトで滑らかなｄｇ圏に対し
て，周期的巡回ホモロジー群上に高次剰余形
式を構成する． 
 
(4)  周期的巡回ホモロジー群上に Bondal
氏－Toen 氏－Kaledin 氏によって導入され
たガンマ整構造と，(2)で構成される高次剰余
形式との整合性を調べる． 
 
(5) 代数閉体上コンパクトで滑らかなカラ
ビヤウｄｇ圏に対して原始的切断を構成す
る． 
 
(6)  代数閉体上コンパクトで滑らかなカラ
ビヤウｄｇ圏に対して，特性指数(exponent)
を定める． 
 
(7)  代数閉体上コンパクトで滑らかなカラ
ビヤウｄｇ圏に対して，その半普遍変形の空
間上に齋藤構造（フィルター付きドラムコホ
モロジー群・Gauss-Manin 接続・高次剰余
形式）を構成する．また，(4)で得られる原始
的切断とともに原始形式を定め，平坦構造
（フロベニウス構造）が函手的に構成される
ことの証明をおこなう． 
 



４．研究成果 
(1) ホモロジー的ミラー対称性から古典的
ミラー対称性を函手的に導出する研究は，こ
れまでカラビヤウｄｇ圏の平坦変形を司る
と期待される変形空間の基本構造を記述す
るにとどまっていた．このため，平坦構造は
もちろんのこと，原始形式を構成するには至
らず，ホモロジー的ミラー対称性から古典的
ミラー対称性を導く計画は暗礁に乗り上げ
かかっていた．本研究における成果はこの困
難に活路を開いたことである． 
 
(2) 上記の困難の原因は，カラビヤウｄｇ
圏に対して定まるホモトピー微積分代数に
対する形式化予想（formality conjecture）
の証明がなされていないことであると研究
代表者は考えた．そして，逆にこの形式化予
想を仮定することにより，原始形式が函手的
に構成できさらには平坦構造が得られると
いうことを示した． 
 
(3) 形式化予想を仮定した際の原始形式の
構成は，超曲面孤立特異点の変形理論に対し
て齋藤恭司氏が最初に行ったものに「文字の
置き換え」の操作をするだけでなされる，非
常に自然なものであることがわかった．とく
に，これまで得られていた変形空間の基本構
造，滑らかさとアフィン構造の存在，に関し
ても，形式化予想を用いる本研究の手法では
非常に簡明かつ標準的な証明を与えること
ができる． 
 
(4) したがって，ホモロジー的ミラー対称性
から古典的ミラー対称性を導く際の本質的
課題は，カラビヤウｄｇ圏に対して定まるホ
モトピー微積分代数に対する形式化予想の
証明であることを発見したのが，本研究の主
要成果だということができる． なお，この
成果をまとめて，現在論文として準備してい
る最中であり，今年末ごろまでに研究集会
「Primitive forms and related subjects」
の報告集に投稿する予定である． 
 
(4) しかしながら，課題も残された．すな
わち，カラビヤウｄｇ圏に対して定まるホモ
トピー微積分代数に対する形式化予想は，具
体的証拠は得られていないものの，その成立
が十分に期待される自然な予想である．ただ
し，今のところ予想解決のための糸口が得ら
れておらず，先が見通せない極めて難しい状
況にある． 
 
(5) 非可換ホッジ構造の偏極については，
カラビヤウ構造（とくにセール双対性）を用
いて人工的に構成したものを用いている．ひ
とまず非可換ホッジ構造の偏極を人工的に
せよ構成できたことは成果として挙げるこ
とができる．特異点に対する非可換ホッジ構
造のように，単純ホロノミー性が成立するな
らば，これは自然に構成されるべきものと一

致することになるので，ある意味問題ないと
はいえる．しかし，本来の目的である ，ホ
ッホシルトホモロジー群や周期的巡回的ホ
モロジー群上に適切な双線型形式を定める
ことにより偏極を構成することは，今後の課
題として残された． 
 
(6) さらに，整構造に関しては，残念なが
ら成果と言えるものはほとんど得られず，こ
れも今後の課題として残されることとなっ
てしまった． 
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