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研究成果の概要（和文）： 大きなヒルベルト空間に含まれる小さい部分空間の相対的な位置関係を研究した。それもn
個の部分空間の配置を考えた。重要なのは直和に分解できない直既約な配置である。ｎ=1,2の時はすでに解けているが
、有限次元に限れば、n=3,4の場合も完全に分類されている。しかし、無限次元だとn=3や4の場合すら未解決である。
 今回の研究はこの問題を線形作用素の研究との類似を考察するという新しいアイデアで攻略した。さらにquiver（有
向グラフ）の頂点をヒルベルト空間に、辺を線形作用素に対応させるヒルベルト表現の理論を開始した。拡大ディンキ
ン図形に対してその無限次元直既約ヒルベルト表現の存在を証明した。

研究成果の概要（英文）： We study the relative position of n subspaces of a Hilbert space. It is important
 to consider indecomposable position. The case of n =1 and n =2 are solved. In finite dimensional Hilbert 
space, the case of n =3 and n =4 are solved and the indecomposable n subspaces are completely classified. 
But infinite dimensional Hilbert space, even the case of n =3 and n =4 are still unsolved. 
 In our study, we attacked it by considering an analog of operator theory. We began to study Hilbert repre
sentations of quivers, which associate Hilbert spaces and operators for vertices and arrows of quivers. We
 investigate a complement in an infinite dimensional Hilbert space for Gabriel theorem using Dynkin diagra
ms A, D and E. We show that there exist infinite dimensional indecomposable Hilbert  representations for e
xtended Dynkin diagrams. 

研究分野：

科研費の分科・細目：

数物系科学

キーワード： 関数解析　ヒルベルト空間　部分空間の配置　直既約　拡大ディンキン図形

数学・基礎解析学



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
研究代表者は1980年にMemoir of American 

Math. Soc.で発表した論文で、C*-環に対す
る Jones の指数理論を研究していた。そのと
きに大きい C*-環に含まれる小さい C*-環の
指数を定義し K-理論で記述するなどして、相
対的な位置関係の研究を行なった。その研究
の過程で、大きい数学的対象に含まれる小さ
い数学的対象の相対位置の研究の重要性と
豊かさに気づかされた。そうしているうちに、
作用素の作る環ではなく、無限次元ヒルベル
ト空間に包含される部分空間の位置関係が
二つの部分空間の角度以外にまともに研究
されていないことに気がついた。よく調べて
みると有限次元のベクトル空間の時には
Gelfand と Ponomarev による４個までの部分
空間の配置の完全分類があることを知った。
しかし無限次元のヒルベルト空間のn個の部
分空間の配置については、二つの部分空間の
間の角度の考察が確立されているだけで、長
い間ほとんど何も知られていなかった。しか
し私は榎本氏と共同研究を行い、無限次元ヒ
ルベルト空間の４個の部分空間の既約な配
置を非可算無限個構成し、ここにも豊富な構
造が存在することを示し、この状況を突破し
た。 
 
２．研究の目的 
大きなヒルベルト空間Mに含まれる小さい

部分空間の相対的な位置関係を研究する。そ
れも n 個の部分空間 N1,…,Nn の配置を解明
するのが目的である。重要なのは直和に分解
できない直既約な配置である。ｎ=1,2 の時は
すでに解けているが、有限次元に限れば、
n=3,4 の場合も完全に分類されている。しか
し、無限次元だと n=3 や 4の場合すら未解決
である。今回の研究はこの問題を線形作用素
の研究との類似を考察するという新しいア
イデアで攻略するのが目的である。これによ
り作用素の不変部分空間の問題との強い連
関も描ける。さらに quiver（有向グラフ）の
頂点をヒルベルト空間に、辺を線形作用素に
対応させて、道環の表現論としての研究にま
で一般化する。これによりディンキン図形の
A,D,E を使ったガブリエルの定理の無限次元
版の研究も目指す。 
 
３．研究の方法 
全体としての大きな数学的対象Mに含まれ

る小さな対象Nの相対的な位置関係の研究は
実に豊富である。例えば体 Nの拡大体 Mの様
子を調べるガロワ理論や大きな作用素環Mの
なかにはいっている小さな部分作用素環Nの
相対的な位置関係を研究するJonesの指数理
論がその典型である。また単位円周 N=S1の 3
次元空間 M= R3 への埋め込みである結び目の
研究も相対的な位置関係の豊富さを例証し
ている。これらからアイデアを得て、特に直
和に分解できない直既約な配置を研究する。
今回の研究はこの問題を線形作用素の研究

との類似を考察するという新しいアイデア
で攻略する。quiver（有向グラフ）の頂点を
ヒルベルト空間に、辺を線形作用素に対応さ
せて、作用素論という関数解析の道具で無限
次元の困難を乗り越える。 
 関数解析を知っている人は、ヒルベルト空
間の幾何なんてもうなにもやることはない
はずと思うかもしれないが、部分空間の配置
の研究という意外な盲点に着目できた。現在
の状況は夜明け前の全くの暗闇の世界なの
で、イメージをつかむことがよき研究方法を
つくることに結びつく。行列のジョルダン標
準形を含む有限次元の時の直既約な配置を
絵にして描きながら、その無限次元版を考え
る。4 つの部分空間の配置は作用素論をある
意味では含むので、作用素論をすべて部分空
間の配置の言葉で翻訳してその類似を考察
するともに、そこに表れない配置特有の現象
を見出す。また無限次元ヒルベルト空間版を
研究するのは、有限次元リー環を Kac-Moody
環へ拡張したときと同様に広大な研究分野
を開拓することに相当するので、その方法論
も学び研究を進める。無限次元の空間も有限
次元の空間の帰納的極限でかける場合を糸
口とする方法を推し進めたい。 
全体空間Ｍが有限次元のときに３つの部

分空間の直既約な配置は９種類しかないの
に４つの部分空間の直既約な配置は無限種
類ある。この３つと４つの間に横たわる謎は、
３つの部分空間 N1,N2,N3 ⊂ M と４つの部分
空間N1,N2,N3,N4⊂ Mの包含関係を埋め込み写
像と思い直すことから、解けてくる。ここで
部分空間を頂点に対応させ、包含写像を辺に
対応させた有向グラフ（quiver）を考えると、
３つの部分空間の配置はディンキン図形の D
４になり、４つの部分空間の配置は拡大ディ
ンキン図形の D4~になる。このことを鍵とし
て研究方法を構想してみた。有向グラフ
(quiver)の頂点をヒルベルト空間に、辺をそ
の間の作用素として表すヒルベルト表現を
主に研究した。quiver の直既約のヒルベルト
表現構成と特別なクラスに対する分類を試
みた。さらに道環(path algebra)の表現論と
いう形で理論を整理し構築した。 
quiverの有限次元の表現についてGabriel

の定理が有名である。それは有限次元の直既
約表現が有限個に限られる quiver は、向き
付けによらず次のディンキン図形の An, 
Dn,E6,E7,E8 に限られることをいっている。
このままでは有限次元空間だけの話である
が、対偶をとった命題を考えると拡大ディン
キン図形を含めば有限次元の直既約表現が
無限個あることになる。そこでもしその中に
うまく帰納的極限をとれるような増大列が
含まれれば、無限次元の直既約表現がうまく
構成できる期待がでてくる。こういう風に視
点を逆転させると、Gabriel の定理の補集合
的命題として、無限次元直既約表現の存在問
題が浮上してくる。そこで、quiver の有限次
元の表現の帰納的極限で作られる表現の研



究を計画している。これは作用素環における
AF 環（Approximately finite dimensional 
algebra）の類似物である。そこでブラッテ
リ図式をまねて、帰納的極限の様子を絵で描
くことができるであろう。最終的にほしいの
は、帰納的極限として構成される表現がいつ
直既約になるかの十分条件をみつけること
であるが、これも AF 環の単純性としてブラ
ッテリ図式から読み取れることのまねがで
きるのではないかと狙ってやったがまだ未
解決のままである。ヒルベルト空間上 K上の
作用素 Tがあるとそれから標準的に H=K⊕K の
４つの部分空間の配置がつくれるがそれを
拡大ディンキン図形の D4~の表現と見做した
時、もし、作用素Ｔが quasi-subdiagonal で
あれば有限次元表現の帰納的極限と思える。
その意味で、作用素論の知られた構成との関
連もつけられるのでないかと考えたが、難し
かった。さらにディンキン図形はリー環の分
類や特異点の分類理論にも現れる。それらと
ディンキン図形のヒルベルト空間上への表
現は底流で関連している。その相互関係を見
つけるために、特異点論の研究も行った。 
Gabriel の定理を発展させ,quiver の代わ

りに quiver 上の道環（path algebra）の表
現を考えて一般することができる。多元環の
表現論の研究は、代数の立場による研究なの
で、それをそのまま無限次元に引き写すこと
は困難であるが、その骨格の議論は無限次元
でも何らかの形で生き残るはずである。それ
を道環の表現論を群の表現論との類似とし
て展開してみた。そのためには群 C*-環に対
応するような道 C*-環のようなものも導入し
たが。quiver の形によれば、非有界な作用素
を考察する必要もあった。４つの部分空間の
配置の時はその数値的不変量として、defect
を導入することができた。それは Fredholm
作用素の指数を使っている。そこで quiver
一般に対しても道環のＫ群に値をもつ量を
つかって defect を導入することを試みたが
まだうまくいっていない。 
 
４．研究成果 
大きなヒルベルト空間に含まれる小さい

部分空間の相対的な位置関係を研究した。そ
れも n個の部分空間の配置を考えた。重要な
のは直和に分解できない直既約な配置であ
る。ｎ=1,2 の時はすでに解けているが、有限
次元に限れば、n=3,4 の場合も完全に分類さ
れている。しかし、無限次元だと n=3 や 4の
場合すら未解決である。今回の研究はこの問
題を線形作用素の研究との類似を考察する
という新しいアイデアで攻略した。さらに
quiver（有向グラフ）の頂点をヒルベルト空
間に、辺を線形作用素に対応させるヒルベル
ト表現の理論を開始した。これによりディン
キン図形のA,D,Eを使ったガブリエルの定理
の無限次元空間での補間を考察した。拡大デ
ィンキン図形に対してその無限次元直既約

ヒルベルト表現の存在を証明した。さらに
Qronecker quiver を研究し、その場合にはも
っと強い性質をもつ無限次元遷移表現の存
在を証明した。 
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