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研究成果の概要（和文）： 

 系に固有のクラマース縮退による多重項に対して定義される幾何学的位相に関する四元数的
ベリー接続ならびに位相不変量の Z2-量子化に対する理論は、近年研究代表者によりその基礎
的部分が構築された。本研究ではこの新規かつ独創的な芽生え期の発想を理論的に深く追求し, 
発展させた。一つの具体的な例としては Sp(1)ゲージ対称性をもつ異方的なパイロクロア系を
一般次元の模型の一つとして構築し、そこでのトポロジカルな現象を詳しく解析した。 
 
研究成果の概要（英文）： 
Recently a theory of the Berry connection of the Kramers multiplet with the 

time-reversal symmetry is formulated by Hatsugai. The present project is to develop this 
embryonic research area and to pursue the use of quaternionic Berry connections to define 
topological order parameters.  
 The basic idea is applied for pyrochlore/Kagome lattice systems with Sp(1) gauge symmetry 
as a series of models in any dimensions. Further their topological characters are 
clarified. 
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１．研究開始当初の背景 

四元数(Quaternion)が時間反転対称性と密
接に関係していることは,Dyson による一連
の研究以来の既知の事実であるが,本申請者
は,時間反転対称な量子系に固有のクラマー
ス縮退による多重項に対して定義される幾
何学的位相（ベリー位相の拡張）と,その非
可換ゲージ構造においても四元数表示が極
めて有効かつ本質的な役割を果たすことを
明確化し幾何学的位相の Z2-量子化に対する

一 般 理 論 を 近 年 公 表 し た
("Symmetryprotected Z2-quantization and 
quaternionic Berry connection with 
Kramers degeneracy", Y. Hatsugai, New J. 
Phys.12, 065004, (2009)。本研究はこの申
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理論的に深く追求し,その基礎を確立するこ
とを目標とするものである。またその成果は
クラマース縮退をともなう量子液体相（トロ
ポロジカル秩序相）において広く適用可能で
あり,量子スピンホール相など時間反転とク
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ラマース縮退が本質的な量子液体相の問題
における大きなブレークスルーに至ること
を最終的な目標とするものでもある。 

２．研究の目的 

学術的背景:２次元電子系における磁場下の
ホール伝導の高い精度の量子化はその起源
を量子系の幾何学的位相に持つが,この現象
は明示的に時間反転対称性を破った系であ
る。ここで,電子の内部自由度であるスピン
を使うと系が,時間反転対称であっても同様
の幾何学的位相が重要な役割を果たすこと
が近年の研究で明らかとなった。これがいわ
ゆる「量子スピンホール効果」である[4,5,6]
そこでは時間反転対称性の重要な帰結の一
つであるクラマース縮退が特徴的意義をも
つ。本申請者は一般の幾何学的位相のおける
研究の過程で Wilczek-Zee以来の多重項構造
にともなう幾何学的位相の非可換ゲージ構
造に関する基礎的研究を重ねてきた。この研
究の基礎に立ち,クラマース縮退を多重項構
造と見なす研究を進める中で ,四元数
(Quaternion)がクラマース多重項の記述に
おいても極めて有効であり,時間反転対称な
系の幾何学的位相の記述において重要な役
割を果たすことを明らかとした。時間反転対
称な系における四元数の意義は歴史的な
F.Dyson の研究以来よく知られていたが,ク
ラマース多重項を四元数表示し,その非可換
ゲージ構造を四元数の観点から「通常の幾何
学的位相における複素数の意義」と対比的に
議論したものは他になく、近年話題のいわゆ
る対称性に守られた一般化した（高次の）ベ
リー位相の Z2-量子化まで議論した点は全く
独創的である。本研究申請は,その独自の基
礎理論の確立と広くその応用の可能性を探
るものである。その上で,理論構成の枠を越
え、四元数の理論の物理的意義を探ることを
挑戦的課題として、掲げる。具体的には申請
者の独自性ある提案であるトポロジカルな
系でのバルクとエッジとの関連をクラマー
ス縮退の観点から独自の手法で展開し、明確
かつ厳密なエッジ状態の理論を構成し、他に
類をみないブレークスルーたる成果を目指
す。 

３．研究の方法 

本研究の基礎として申請代表者が 2009 年 9
月に公表した基礎的な論文にあるクラマー
ス縮退した系におけるベリー接続の四元数
表示に関する,一般論に検討をくわえ,より
精密で適用範囲の広いものに拡張し,特にZ2-
量子化の理論の展開ならびに完成を目指す。
その基礎に立って展開その 1として,独自の
四元数的ベリー接続の理論を用いて,既存の

量子スピンホール効果の理論を再検討する
とともに,新たな展開を目指す。展開その 2
として,四元数的幾何学的位相を量子多体系
に適用する。多体系がクラマース縮退を伴う
ときの基礎的な一般論は[3]にその基本形は
述べてあるが,この一般論を精密化し,量子
液体相,スピン液体相に対して具体的に数値
的手法により適用し,Z2-量子化とトポロジ
カル秩序相におけるクラマース縮退の意義
を明らかとする。 

４．研究成果 

Dyson による一連の研究以来、四元数
(Quaternion) が時間反転対称性を持つ系で
は本質的に重要であることはよく知られて
いるが、系に固有のクラマース縮退による多
重項に対して定義される幾何学的位相（ベリ
ー位相 の拡張）に関する四元数表示を用い
た Z2-量子化に対する一般理論を申請者は近
年公表した。本研究はこの申請者の新規かつ
独創的な芽生え期の発想を理論的に深く追
求し, その基礎を確立することを第一の目
標とする。本年度はその具体的な例として
Sp(1)ゲージ対称性をもつ異方的なパイロク
ロア系を構築し、その上でのトポロジカルな
現象を詳しく解析した。その結果は日本物理
学会他、国際会議等で発表するとともに、現
在論文執筆中である。また、ベリー位相の一
般論の下で、有限形状グラフェンにおいて Z2
ベリー位相を用いたボンド秩序変数を構築
し、多くの芳香族化合物に対してタイトバイ
ンディング近似の下で理論を適用し、局在状
態とその再構成の観点から具体的な研究を
遂行した。これに関しても日本物理学会でそ
の成果を公表すると共に論文執筆中であり、
国際会議等でも発表の予定である。  

 上述のように時間反転対称な系における四
元数的ベリー接続の意義とその有効性は確
立しつつあるが、この系におけるエッジ状態
の四元数的記述に関しては、現在、理論を構
築しつつある段階である。特にトポロジカル
に非自明な系において広く成立すると信じ
られている「バルクエッジ対応」の概念も四
元数的手法により時間反転対称な系への拡
張できると考えられるが、その具体化の作業
を現在行っているところである。  

 なお、本研究の基礎となるベリー接続を用
いたトポロジカル秩序変数の定義とその有
効性に関しては日本物理学会誌に解説を執
筆すると共に、多くの招待講演を行った。 
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