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研究成果の概要（和文）：モデル選択の目的は、観測されたデータを基に「最適な」モデルを選

ぶことである。しかしながら、最適なモデルはモデルの使用目的に応じて異なる。本研究では、

モーメント制約によってモデルが記述されているときに、経験尤度推定量を用いて、興味のあ

るパラメータを正確に推定するためのモデル選択の方法を考察した。また、推定量の平均 2 乗

誤差を最小にすること目的とした、モーメント制約モデルのためのモデルアベレージングの方

法を提案した。 

 
研究成果の概要（英文）：The goal of model selection is to select a “best” model in a 
data-driven way. However, the best model generally differs for different intended use 
of the model. This study develops an empirical likelihood-based model selection method 
for moment restriction models that is designed to obtain a good estimate for a specific 
parameter of interest. This study also investigates a model averaging method for moment 
restriction models that minimizes the mean squared error of the estimator.  
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１．研究開始当初の背景 

モデル選択の目的は、潜在的に複数のモデ
ルの候補が存在し、かつ、経済理論などの先
験的な知識からはどのモデルを使うことが
適切であるか決定できないときに、観測され
たデータを基に、最適なモデルを選ぶことに
ある。 

赤池情報量規準やベイズ情報量規準など
の既存の情報量規準は、大域的に当てはまり
の良いモデル、あるいは、正しいモデルを選
ぶことを目的としている。しかしながら、応
用上は、データの分布全体としての当てはま
りの良さよりも、分布を特徴づける特定のパ
ラメータのみに関心があることが多い。例え

ば、計量経済学で基本となる線形モデルの推
定においては、正しいモデルを見つけること
よりも、特定の変数間の因果的効果を正確に
測定することのほうが重要であることが多
い。そのような状況で、当てはまりの良いモ
デル、あるいは、正しいモデルが、関心のあ
るパラメータを正確に推定する上で有用な
モデルであるとは限らない。通常、モデル選
択はそれ自身が目的ではない。情報量規準に
よってモデルが選ばれた後に、選ばれたモデ
ルを用いて行われる統計的推測にこそ、本来
の興味はある。従って、モデルの使用目的を
考慮に入れた情報量規準を構築することが
望ましい。 
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このような問題意識の下、Claeskens and 
Hjort (2003, JASA)（以下、CH (2003)） は
集中情報量規準 (FIC; focused information 
criterion) と呼ばれる情報量規準を提案し
ている。彼らはパラメトリックモデルのモデ
ル選択方法を考察しており、候補となってい
るそれぞれのモデルを用いて、モデル間で共
通 の 興 味 の あ る パ ラ メ ー タ （ focus 
parameter）を最尤推定した場合、推定量の
極限分布の平均２乗誤差を最小にするよう
なモデル選択の方法を提案している。 

CH (2003) はモデル選択の新たな方向性を
示しているが、計量経済学へ応用するには、
残された問題がある。彼らの FIC は最尤推定
量を基にした情報量規準であるため、モデル
はパラメトリックモデルでなければならな
い。しかし、計量経済学では、データの分布
を完全に定式化するよりも、モーメント制約
モデルなどのセミパラメトリックモデルを
使うことが一般的である。そのため、FIC が
適用可能な範囲は限定的である。 

パラメトリックモデルのモデル選択の研
究の歴史は長く、統計学において多くの方法
が提案されている。それに対し、モーメント
制約モデルのためのモデル選択の研究は始
まったばかりで、発展途上の段階にある。既
存研究では、Andrews and Lu (2001) が GMM
の J 統計量を基にした情報量規準を提案し、
Hong, Preston, and Shum (2003) が Andrews 
and Lu の結果を経験尤度 (EL; empirical 
likelihood)法へと拡張している。また、本
研究の研究代表者も別の研究においてモー
メント制約モデルのための AICを導出してい
るが、これらの研究では、興味のあるパラメ
ータに応じて最適なモデルを選択するとい
う問題は考察されていない。 

 

２．研究の目的 
 本研究の主要な目的は以下の２つである。 
 
(1) CH (2003) のアイデアを基に、モーメン
ト制約モデルのための FIC を導出する。モー
メント制約モデルの推定方法として、ノンパ
ラメトリックな最尤推定量としての解釈が
可 能 な EL 推 定 量 を 採 用 す る 。 focus 
parameterのEL推定量の極限分布の平均２乗
誤差を最小にするようなモデル選択の方法
を提案する。 
 
(2)（1）で得られた結果を拡張し、モーメン
ト制約モデルのモデルアベレージング
(model averaging) の方法を考察する。 

モデルアベレージングはモデル選択の代
替的な方法である。モデル選択後のモデルの
推定は、選ばれた単独のモデルに基づいて行
われる。それに対し、モデルアベレージング
では、候補となっているすべてのモデルを用

いて推定を行い、それぞれのモデルから得ら
れた推定量の加重平均を求めることで推定
量を構築する。本研究では、EL 推定量に基づ
く focus parameter のアベレージング推定量
を提案し、極限分布の平均２乗誤差を最小に
する加重の決め方を考察する。  
 
３．研究の方法 

本研究で考察するモーメント制約モデル
は CH (2003) のモデルとは異なるが、FIC 導
出のためのいくつかの基本的なアイデアは
踏襲することができる。 
まず、候補となっているモデルの集合の中

に、推定するパラメータの数が最も多い最大
のモデル（これをフルモデルと呼ぶ）が含ま
れると仮定し、フルモデルは正しく定式化さ
れているものとする。その他のモデルは、フ
ルモデルにネストし、これらの定式化は誤っ
ているものとする。また、すべてのモデルに
は共通のパラメータが含まれているものと
する。 

このような設定の下で、focus parameter
の EL 推定量の平均 2 乗誤差を最小にするよ
うなモデルを選ぶ。一般に、推定するパラメ
ータの数が少ないほど、定式化の誤りから生
じるバイアスが大きくなるが、推定量の分散
は小さくなる。パラメータの数が多いときに
は、逆の関係が成り立つ。従って、バイアス
と分散のトレードオフを考慮してモデルを
選択することが望ましい。しかし、フルモデ
ル以外のモデルの定式化が大域的に誤って
いる (global misspecification) 場合、つ
まり、定式化の誤りが漸近的に消失しない場
合には、推定量のバイアスのオーダーの方が
分散のオーダーより大きくなってしまう。フ
ルモデルにはバイアスが存在しないため、こ
のことは、フルモデルが漸近的には常に最も
よいモデルになることを意味する。このため、
漸近的な枠組みでバイアスと分散のトレー
ドオフを考慮することができない。 

そこで、CH (2003) に倣い、ピットマン・
ドリフトのような局所的な定式化の誤り 

(local misspecification) を仮定する。つ
まり、フルモデル以外のすべてのモデルは定
式化を誤っているが、真のデータ生成過程と
のかい離がサンプルサイズの平方根のオー
ダーで消えていくことを仮定する。このフレ
ームワークの下で、focus parameter の EL 推
定量のバイアスの 2乗の項と分散の項のオー
ダーが同じになり、漸近的な枠組みでのバイ
アスと分散の比較が可能になる。 
 
４．研究成果 
(1) FIC の導出 
  まず、「研究の方法」で述べた局所的な適
式の誤りの下で、EL 推定量の極限分布を導出
した。GMM 推定量において、Newey (1985) が



 

 

局所的な定式化の誤りは極限分布の分散に
は影響を与えず、バイアスにしか影響を与え
ないことを示しているが、同様の結果を EL
推定量についても示した。  
 この結果を基にして、focus parameter の
EL推定量の極限分布の平均2乗誤差を求める
ことができ、平均 2 乗誤差を推定したものが
FIC となる。しかしながら、局所的な定式化
の誤りの下では、バイアスの一致推定量を得
ることができないという問題がある。そこで、
CH（2003）と同様に、平均 2 乗誤差の漸近的
に不偏な推定量を導出し、これを FICとした。 
 次に、モンテカルロ実験により、FIC のパ
フォーマンスを評価した。データ生成過程は、
線形の操作変数モデルを採用した。線形モデ
ルを用いた実証研究においてはしばしば、興
味のあるパラメータは内生説明変数の係数
だけで、外生変数については欠落変数バイア
スを回避するためだけにモデルに入れられ
ることがある。このような状況では、バイア
スが十分に小さければ、外生変数をモデルか
ら除外したほうが、推定量の平均 2 乗誤差を
小さくできる可能性がある。そこで、内生説
明変数の係数を focus parameter として、モ
デル選択を行った。実験の結果、バイアスが
小さいときには、フルモデルを使うのに比べ
て、FIC によってモデル選択を行ったほうが、
推定量の平均 2乗誤差を小さくすることがで
きることが確認された。また、Hong, Preston, 
and Shum (2003)で提案されている情報量規
準と比較しても、FIC は概ね良好なパフォー
マンスを示した。 
 CH (2003) 以 降 、 Claeskens, Croux, 
Kerckhoven (2006) や Hjort and Claeskens  
(2006) などで、様々なモデルの FIC が導出
されてきた。しかし、これらの論文で考察さ
れているモデルは尤度をベースとしたモデ
ルであり、その意味では、CH (2003) の特殊
ケースに過ぎないともいえる。それに対して、
本研究はセミパラメトリックモデルが対象
であり、FIC の適用範囲を本質的に拡張する
ものである。 

モンテカルロ実験のデザインとして採用
したように、線形の操作変数モデルは本研究
の FIC の主要な適用例のひとつである。近年、
操作変数の選択方法に関する研究は盛んに
行われているが、モデル選択の研究は数少な
い。本研究は、従来とは異なる視点から、操
作変数モデルの分析方法を示すものでもあ
る。 
 
(2) アベレージング推定量の提案 

(1)の結果の拡張として、モーメント制約
モデルの focus parameter のアベレージング
推定量を提案した。 

局所的な定式化の誤りの下でのモデルア
ベレージングの方法は、Hjort and Claeskens 

(2003) においても考察されているが、本研
究とは目的が異なっている。Hjort and 
Claeskens (2003) はアベレージング推定量
の信頼区間を求めることに主眼を置いてい
るのに対し、本研究では、推定量の平均 2 乗
誤差を最小化することを目的としている。 
本研究では、アベレージングのウエイトが

非確率的であると仮定した下で、アベレージ
ング推定量の極限分布の平均 2乗誤差を求め、
これを最小にするウエイトの選び方を考察
した。ただし、(1) と同様に、推定量のバイ
アスを一致推定することはできない。そのた
め、推定された平均 2乗誤差を最小するよう
にウエイトを選ぶと、ウエイトは定数には確
率収束せず、確率的なウエイトに分布収束す
ることとなる。よって、最適なウエイトを一
致推定することはできないという問題は残
されている。 
アベレージング推定量の有限標本の性質

を検証するため、(1) と同様のデザインの下
でモンテカルロ実験を行った。その結果、本
研究の FIC を含む、過去に提案された情報量
規準で選ばれた単独のモデルに基づいた推
定量に比べ、アベレージング推定量はかなり
低い平均 2乗誤差を示した。多くの先行研究
と同様に、アベレージングには推定量のリス
クを軽減する効果があることが確認された。 
本研究の関連研究として、Liu (2012) は

局所的な定式化の誤りの下で、線形モデルの
アベレージング方法を提案している。ただし、
Liu (2012) は最小 2 乗法を用いたアベレー
ジング推定量を提案しており、内生性がある
場合のアベレージング方法は考察されてい
ない。従って、本研究の成果は Liu (2012)
を補完する結果にもなっている。 
モーメント制約モデルのアベレージング

方法に関する研究は、萌芽的な段階にある。
本研究以外では、Martins and Gabriel (2012)
が GMM 推定量を用いた異なるアベレージング
の方法を提案しているが、残された課題は多
い。本研究はこの分野における先鞭をつける
ものである。 
 
(1)と(2)で得られた研究成果は論文にま

と め ら れ ( 論 文 タ イ ト ル ： Empirical 
Likelihood-Based Focused Information 
Criterion and Model Averaging)、現在、国
際学術誌に投稿中である。論文は研究代表者
のホームページでも公開している。 
  
(3) 大 域 的 な 定 式 化 の 誤 り の 下 で の
exponential tilting (ET) 推定量の挙動の
分析 
 これは、研究(1)からの派生的な研究の成
果である 
 (1) において、局所的な定式化の誤りの下
での EL推定量の極限分布を導出しているが、



 

 

大域的な定式化の誤りの下では、EL 推定量の
漸近的性質は大きく異なる。Schennach (2007, 
AS) は、モーメント制約モデルに大域的な定
式化の誤りが存在し、かつ、モーメント関数
が有界でないとき、EL 推定量はいかなるパラ
メータの値にもサンプルサイズの平方根の
オ ー ダ ー で は 確 率 収 束 で き な い
（root-n-consistency がない）ことを示して
いる。 
 ET 推定量は EL 推定量と同様に、モデルと
真の分布との間の Kullback-Leibler ダイバ
ージェンスを最小にする推定量になってい
る。Schennach (2007) では、ET 推定量につ
い て も 、 一 定 の 条 件 の 下 で 、
root-n-consistency がないことを示唆して
いるが、擬似真値 (pseudo-true value) に
確率収束する可能性については排除してい
なかった。本研究では、Schennach (2007) の
設定の下では ET 推定量の擬似真値は最小化
問題の双対問題からは識別されないことを
示し、従って、ET 推定量は擬似真値に確率収
束しえないことを明らかにした。 
 White (1982)や Vuong (1989)を始めとして、
定式化の誤りの下でのパラメトリックモデ
ルの推測に関する研究は、過去に数多く行わ
れている。パラメトリックモデルでは、
Kullback-Leiber ダイバージェンスによって
擬似真値が自然に定義されるので、仮にモデ
ルが誤っていても、意味のある推測を行うこ
とが可能である。一方、モーメント制約モデ
ルに対しても、Kullback-Leibler ダイバージ
ェンスを定義することが可能であることか
ら、近年では、モーメント制約モデルについ
ても定式化の誤りの下での推測に関する研
究が盛んに行われている。本研究の結果は、
Kullback-Leibler ダイバージェンスを定義
する上でのパラメトリックモデルとモーメ
ント制約モデルの本質的差異を明らかにす
るものであり、定式化の誤りの下でのモーメ
ント制約モデルの分析方法について注意を
喚起するものである。 
 本研究成果は、学術誌 Economics Letters
に掲載されている。 
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