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研究成果の概要（和文）：ディオファントス幾何とは多変数多項式の整数解や有理数解について研究する分野で，ボエ
タ予想はその中での最重要予想の一つである．本研究では，ボエタ予想を射影空間のブローアップ上で新たに証明する
ことに成功した．また，一つの写像を固定し，その多重合成により一つの点がどのように動かされていくか記録したも
のを軌道と言うが，軌道上の整数点があまりないこと，及び軌道と部分多様体の共通部分には，アーベル多様体の時と
異なり規則性が皆無であることを証明した．

研究成果の概要（英文）：Diophantine geometry is a study on integral and rational solutions to 
multivariable polynomials, and Vojta’s conjecture is one of the most important conjectures in this 
field. During the span of this grant, I have succeeded in proving some cases of Vojta’s conjecture on 
the blowups of the projective space. I have also analyzed arithmetic properties of orbits, that is, how a 
point is moved by the iterates of a fixed map. In particular, I have obtained some conditions under which 
integral points in orbits are sparse, and I have proved that the intersection of orbits and subvarieties 
do not have any group-like structure as one would expect from the theory of abelian varieties.

研究分野： 代数学 （ディオファントス幾何）
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1. 研究開始当初の背景
代数的整数論とは，整数や素数について研究

する分野であり，そのなかで，ディオファント
ス幾何とは，多変数多項式の整数解や有理数解
について，幾何学的及び代数的に分析する分野
である．ディオファントス幾何における最重要
な課題のひとつとして本研究題目にあるボエタ
予想がある．この予想は，多変数多項式の解の
空間を複素数上で考えたときの幾何学的性質が，
整数解や有理数解の性質を導き出すと主張する．
最近京都大学の望月新一氏により証明が発表さ
れた，整数論の最重要予想の一つである abc予
想も特殊ケースとして含む，大変深遠な予想で
ある．ある特殊な場合を除いては，この予想は
研究開始当初解決されていなかった．
力学系とは，ある空間の自己写像を固定した

時に，その多重合成の漸近的性質を調べる分野
である．特に，多重合成により一つの点がどの
ように動かされていくかを記録したものである
軌道が，重要な研究対象である．数論的力学系
とは，力学系における数論的性質を研究するも
ので，大変新しい分野である．研究開始当初，研
究が盛んになり出した分野と言える．

2. 研究の目的
ボエタ予想及び数論的力学系の研究をするに

あたり，具体例での解決にまず照準を定めるこ
とで，一般理論の構築を目指すのが目的である．
ボエタ予想に関しては，射影空間と幾何学的に
は近い (より正確には双有理) 空間である，射
影空間のブローアップ上で考察し，解決を試み
るのが当初の研究目的である．既に，Corvaja–
Zannier (2005)により，射影平面を一度ブロー
アップしたところでは，最大公約数の不等式に
還元することで，部分解決していたので，この
場合の完全解決，及び射影平面の多重ブローアッ
プ上での解決が具体的な目標である．また，射
影平面という 2次元だけではなく，一般次元の
射影空間のブローアップ上での研究を行う．
数論的力学系に関しては，軌道上の整数点の

多さについて，まずは射影平面上の射について
考察するのが研究当初の目的である．この問題
は 1次元上では Silverman (1993)によりすでに
解決しているので，これを 2次元以上に拡張す
ることとなる．続いて，射だけではなく，定義
されないような点を一部もつような有理写像に
ついても，具体例を通して分析する．この場合
高さ関数の挙動を制御するのが難しくなるので，
射の場合と比較し予想をたてることすら難解で
ある．射影平面の場合だけでなく，さらに一般
の次元の射影空間上で，射や有理写像による軌
道上における整数点を研究する．

＜引用文献＞
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3. 研究の方法
本研究は主に個人研究であるが，数学の研究

の進展には，専門家との研究討議を通して様々
なアイディア，考え方，手法などの知見を得る
ことがかかせない．そこで，アラケロフ幾何 ・
力学系・代数幾何・論理学の第一人者を招聘
したり，彼らの大学に行ったり，共通の学会に
参加したりすることで，研究期間を通して研究
討議を行った．その結果，共著論文になった研
究も含め，ボエタ予想や数論的力学系の分野の
発展に貢献することができた．

4. 研究成果
以下，下記５．の〔雑誌論文〕の番号に基づ

き，論文ごとに解説する．
1⃝ は，下記５．の〔学会発表〕20⃝ の研究集

会時の共同研究に基づいている．1次元の力学系
において，軌道における整数点は，分岐に関し
て特殊な性質を満たさない限り有限個なのだが，
この個数は射によって異なり，個数の上界もな
い．そこで，より強い条件である，軌道におけ
る単数点に着目し，この場合個数が射によって
異ならないことを示した．

2⃝, 3⃝, 4⃝, 9⃝ は高次元における軌道の整数
点についての研究成果である．「２．研究の目的」
にも記載した通り，1次元上では Silvermanの
結果が知られているが，2次元以上においては
何も知られておらず， 9⃝ が初めての結果であ
る． 2⃝, 3⃝, 4⃝ ではさらに改良を重ね，軌道の
整数点があまりないと保証できる幾何学的条件
を弱めることに成功した．これらの条件は軌道
の整数点があまりないための必要条件に近づい
ている．また， 3⃝ ではD-ratioという概念を用
いて， 4⃝ では数論的次数という概念を用いる
ことで，不定点を持つような有理写像に関して
も，軌道の整数点があまりない十分条件を見出
すことができた．

5⃝ は論理学のモデル理論を研究されている
Scanlon氏との共同研究である．一般に，一つ写
像を固定することで，その多重合成だけをみる
限りは，アーベル多様体と呼ばれる，空間全体
に群構造を持つものの類似の結果が成り立つと
考えられている．ところが，Mordell–Lang予想
というアーベル多様体上で既に証明されている
結果の力学系類似版が，全く成立しないことを
証明したのがこの論文である．より具体的には，
軌道と部分多様体の共通部分は，基本的にどん
な集合にもなってしまうことを示し，アーベル
多様体の時のように群構造のようなものが入ら



ないことを証明した．この結果，数論的力学系
の諸問題が決定不可能である，というGödelの
結果の力学系版も導いた．

6⃝ と 8⃝は，射影空間のブローアップ上のボ
エタ予想についての新しい結果である． 6⃝ で
は射影平面の多重ブローアップを，また， 8⃝ で
はより特殊な配置に限定して射影空間の多重ブ
ローアップを扱い，それぞれにおいてボエタ予
想を証明した．その結果として，最大公約数に
関しての新しい不等式を示すことができた． 8⃝
では，射影平面の 2重ブローアップ上のボエタ
予想と abc予想との意外な関連性についても言
及した．

7⃝ は Gregor 氏との共同研究で，(x, y) 7→
(xiyj , xkyl)の形で書ける，P2 上の単項式写像
と呼ばれるものに限定して，軌道の整数点が多
数あるか否かを完全分類した．単項式写像は不
定点をもつ有理写像なので，射の場合と違い，
一般には高さ関数による分析が難しい．しかし
この場合は，線形代数の結果を利用することで，

行列
(
i j
k l

)
の条件で，軌道の整数点が多数あ

る必要十分条件を見つけた．まだこの時点では，
有理写像による軌道の整数点問題が全く研究さ
れていなかったため，この結果は 3⃝ や 4⃝ に
おける理論構築に大変役立った．

10⃝はManes氏との共同研究で，1次元におけ
る有理数係数 2次有理写像を，Q係数 1次分数
変換で共役した時の，共役類の代表元を非常に
明示的に書き表した．周期点 (あるm重合成に
より固定される点のこと)のなかで Q上定義で
きるものの性質を調べるときには，有理数係数
の座標変換だけを考慮して共役類を作る必要が
ある．このため，複素数係数の座標変換も考慮
してしまう複素力学系用のモジュライ空間では
不十分で，この論文の記述が有意義である．こ
の論文で得られた共役類の代表元はコンピュー
ター計算に適しており，「Q上の周期点の数は一
様有限である」というMorton–Silverman予想
などの，数論的力学系の予想を調べるのに適し
ている．
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