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研究成果の概要（和文）：ラプラス作用素の固有値評価について、固有値の上界を評価する理論と計算手法はこれまで
の研究において確立されている。しかし、固有値の下界の評価は非常に困難な問題として残されていた。本研究はHype
rcircle equationを利用することで、一般的な多角形領域における固有値の厳密な下界を評価する手法であり、世界で
初めて確立した。また、当研究を非線形楕円型偏微分方程式の解の検証に応用することで、従来は困難であった一般的
な領域における非線形問題の解の検証も可能となった。

研究成果の概要（英文）：The eigenvalue problem for differential operators is a basic problem in both engin
eering and mathematics. The upper bounds for the Laplacian have been given in history, but the lower bound
s remain to be very difficult. In this research, a new algorithm is developed to give lower bounds for the
 eigenvalues of the Laplacian. Such an algorithm is based on the finite element method along with the use 
of the hypercircle equation. It is the first method that can easily deal with eigenvalue problems on domai
n of general shapes. The eigenvalue bounds are also successfully applied to solution verification for nonl
inear partial differential equations defined on arbitrary polygonal domains.
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１．研究開始当初の背景 
（１）「ナヴィエ・ストークス方程式の解の
存在と滑らかさ」などの非線形偏微分方程式
の問題に関する研究は、多くの研究者が尽力
している。 
 
（２）有限要素法は偏微分方程式の近似解を
求めるための、有力な手法として使われてい
る。従来の研究では、有限要素法の定性的な
誤差評価しか検討されておらず、非線形偏微
分方程式の解の存在性の検証に必要となる
定量的な誤差評価は少なかった。 
 
（３）微分作用素の固有値上界を求めること
は加藤敏夫氏などによる多くの優れた研究
があり理論がほぼ確立されたが、固有値の厳
密な下界を求めるのは非常に困難な問題と
して残されていた。 
 
２．研究の目的 
（１）非線形偏微分方程式の解の検証に重要
な役割を果たす偏微分作用素の固有値評価
について、有限要素法を用い、固有値の具体
的な上下界を求める。 
 
（２）具体的に、一般的な領域に定義される
ラプラス偏微分作用素の固有値評価方法を
開発する。 
 
（３）ラプラス作用素の固有値問題について、
非凸なコーナーに現れる特異性を処理する
ために、新しい方法を提案する。 
 
（４）偏微分作用素の固有値評価の応用とし
て、一般的な多角形領域における非線形楕円
型偏微分方程式の解の検証を行う。 
 
３．研究の方法 
（１）まず、固有値評価に関する文献を調査
して従来の理論と評価方法を整理・比較検討
することから始める。そのための資料収集・
整理、書籍の購入を行う。 
 
（２）数学的に正しい固有値の評価を求めた
いので、精度保証付き数値計算の計算ライブ
ラリ、計算ソフトウェア等の導入を活用する。 
 
（３）固有値評価に関して、ユーロッパでは
こ の 分 野 に 従 事 し た 研 究 者 が 多 く 、
Homotopy 法や Lehmann-Goerisch の定理
等有名な研究成果も多数ある。よって、国際
旅費を有効に利用して、ドイツなどの研究者
を訪問し、研究交流や研究連絡を行う。 
 
（４）従来の有限要素法の研究では、近似解
に関する定量的な誤差評価は少なかったの
で、精度保証付き数値計算の要求に応じて既
存の方法の修正や改良は必要である。 
 
（５）当該研究で得られた成果を国内外で広

く発表と公開する。また、成果の一部はウェ
ブサイトに公開し、誰でもブラウザによって
オンラインで気軽に利用できる。 
 
４．研究成果 
（１）有限要素法の近似解に対する誤差評価
は補間関数の誤差評価に帰着する。古典的な
有限要素法は定性的な誤差評価しか扱われ
ておらず、「具体的な誤差評価は難しい」と
考えられていた。 
 
（２）応募者は三角形の上に定義された 1 次
Lagrange 補間関数に関する Babuska-Aziz 定
数がある簡単な超越幾何関数の根であるこ
とを証明した。さらに、0 次と 1 次補間関数
の誤差評価を検討し、有限要素法の定量的な
誤差評価の可能性を示した。 
 
（３）応募者による誤差定数に関する研究成
果は有限要素法分野の研究者に注意を喚起
して、有限要素法の定量的な誤差評価への検
討が始まった。例えば、有名な数値解析学者
Carstensen Carsten 氏は我々の方法と比べ、
新しい定数の評価式を提案した。 
 
（４）特異性のある楕円型偏微分方程式の境
界値問題の誤差評価は極めて困難である。
Prage-Synge の定理に現れる Hypercircle 
equation を上手く利用することで、ポアソ
ン問題の特異性を自然に処理し、有限要素解
の定量的な事前誤差評価を得た。 
 
（５）さらに、境界値問題の事前誤差評価と
従来の固有値評価手法を合わせて、任意多角
形領域でのラプラス作用素の固有値評価を
得た。従来の固有値評価方法は特別な領域に
しか対応できてないが、この研究で提案した
方法は任意多角形領域に対して自然に対応
できて、計算量も少ないため、有用性が高い。
これは固有値評価の理論と計算法における
画期的な成果である。 
 
（６）また、高精度な固有値評価を求めるた
めに、高次有限要素法と Lehmann-Goriesch
の定理を合わせて、厳密に正しい有効数字が
８ 桁以上になる高精度な評価が得られる。
当該成果の一部は国際会議での発表や論文
として公表している。 
 
（７）Hypercircle equation の方法は非線
形問題の解の検証についても重要な意味が
ある。非線形楕円型偏微分方程式に対する解
の検証フレームワークは中尾充宏氏、M. Plum
氏、 大石進一氏などによって、提案されて
いた。しかし、非凸領域における特異性の処
理は大がかりな仕掛けが必要であったため、
一般的な領域での解の検証は難しい問題で
あった。Hypercircle equation の方法によ
り、非線形楕円型偏微分方程式の一種を検討
し、任意領域におけるその方程式の解の検証



が可能となった。この結果は非線形偏微分方
程式の精度保証法における大きな進展であ
ると言える。 
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