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研究成果の概要（和文）：流体の運動方程式であるナヴィエ－ストークス方程式を研究し、以下の成果を上げた
：
[A] 巨大レイノルズ数におけるパターン形成の解明、特に、コルモゴロフ問題において数多くのunimodal 
solutionを[発券したこと、B] 解が有限時間で爆発するモデル方程式の適切性、特にConstantin-Lax-Majda方程
式の一般化を通じて移流項の重要性を認識させたこと、[C] 爆発解の数値計算法、[D]水面波の数値計算。

研究成果の概要（英文）：The Navier-Stokes equations, which are the master equations of the fluid 
motion, are considered. In the following four problems, I obtained significant results. [a] 
discovery of unimodal solutions, [b] study on well-posedness of various model equations for fluid 
motion,[c] numerical method for computing blow-up solutions, [d] numerical computation of 
water-waves. 

研究分野： 数学

キーワード： 数理流体力学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
ナヴィエ－ストークス方程式（以下、NS
方程式と略記）やオイラー方程式は流体力
学の基礎となる非線形偏微分方程式である。
そこには多くの未解決問題が数学者の挑戦
を待っている。それらは多くの場合、既存
の方法を当てはめれば何とかなるというも
のではなく、独特の工夫を必要とすること
が多い。そして、そうした工夫がしばしば
新しい数学的手法を生み出してきた。非線
形偏微分方程式に対する位相幾何学的方法
も、もともとは 1930 年代に Jean Leray
らが NS 方程式の解の存在を証明するため
の工夫から発展したものである。また、い
くつかの数値計算法（たとえばスペクトル
法）は流れを高解像度で見るために開発さ
れ、現在まで様々な改良が続けられてきた。
現在残された問題は困難を極めているもの
が多いけれども、同方程式の問題解決のた
めに試行錯誤することは、上のような意味
で数学上の意義が大きいと信じている人は
多い。 
 
２．研究の目的 
本研究では以下の四問題に集中的に挑戦す
る予定である：[A] 巨大レイノルズ数におけ
るパターン形成、[B] 解が有限時間で爆発す
るモデル方程式の研究、[C] 爆発解の数値計
算法、[D]水面波の数値計算。さらに、こうし
た知見を地球流体力学に現れるモデル方程
式たちへ応用したい。 
 
３．研究の方法 
 
[巨大レイノルズ数でのパターン形成] 【Ｎ
Ｓ方程式を 2次元平坦トーラス（その座標を
(x,y)で表す）で考え、外力として(sin ky, 0)
をとる。k は整数である。この設定が定める
無限次元力学系の性質を調べ、乱流の性質な
どをできうる限り厳密に研究せよ】これがコ
ルモゴロフによって 1958 年に提案された問
題である。このコルモゴロフ問題は様々な角
度から研究され、知識の蓄積も多い。しかし、
大きなレイノルズ数（粘性の逆数のようなも
の）で何が起きているかがわかるようになっ
たのは比較的最近のことである。私は定常解
の分岐を数値計算し、それが示す内部遷移層
の性質を論じた。弱いけれどもエネルギース
ペクトルにべき法則が成り立つことも数値
解は示しており、定常解だけに制限してもお
もしろい現象が多々存在することに気づい
た（これまでの基盤（Ａ）の成果の一部であ
る）。山田道夫氏は同様の問題を球面上で考
えたが、これは惑星大気の流体力学に関連し
た問題であり、応用上も意義が大きい。さて、
この状況でのパターン形成を調べるとき、k = 
1,2,3 としてみると、レイノルズ数が巨大に
なると、山が一つで谷もひとつという 1ペー
ジの右下の絵のような解が存在することが
わかった（文献[13]）。k = 3 ならば外力は 3

回振動するわけであるが解の方は1回しか振
動しないのである。この結果からいくつかの
conjecture が引き出される：外力がどんなも
のであってもレイノルズ数が十分に大きけ
れば、トポロジー的に見て一番単純なパター
ンが定常解として存在する（あるいは安定に
存在する）。これは非常に強い conjecture で
あるが、より弱い形で、外力が何であっても、
レイノルズ数さえ十分に大きければ外力に
は依存しない単純なパターンに近づく、ある
いは、レイノルズ数の増加に応じて対称性が
上がる、というのが成り立つかも知れない。
一見逆説的であるが故に面白い現象である。
これを様々な設定で検証したいと思う。最新
の Xeon CPU を搭載したワークステーション
を購入し、これで分岐解の数値的追跡を行う。
そのためのプログラムはこれまで使ってき
たもののマイナーチェンジですむ。k=3 まで
はわかってきたのであるからより大きなkで
どうなるのか、気になるところである。 
[解が有限時間で爆発するモデルの研究]  
私が研究したいのは、私が 10 年ほど前に思
いつき、「一般化ＰＪ方程式」と名づけたも
ののさらなる一般化である。一般化ＰＪ方程
式とは、u = u(t,x) を未知関数とする、次
のような非線形偏微分方程式である: utxx + 
uuxxx – auxuxx = uxx ここで、a はパラメータ
である。a=1のとき、これはProudman-Johnson 
方程式と呼ばれているので、これを一般化Ｐ
Ｊ方程式と呼ぶことにする。これをもう少し
拡張するだけで実に多くの微分方程式がそ
の特殊な場合として含まれることがわかっ
た。２以上の任意の自然数 m に対して、m 次
元軸対称なＮＳ方程式の自己相似解の方程
式 、 液 晶 の モ デ ル と し て 提 唱 さ れ た
Hunter-Saxton 方程式、Burgers 方程式、こ
うしたものが特殊な場合として含まれる。さ
らに、速度と渦度の関係をうまく定義し直す
と、Constantin-Lax-Majda 方程式や文献[28]
のモデル方程式も含み、さらに、浅水波のモ
デ ル 方 程 式 と し て 知 ら れ て い る
Camassa-Holm 方程式も含むようにできるこ
とを明らかにすることができた（論文準備
中）。したがって、この一般化された方程式
の解の爆発や滑らかさを統一的に調べ、その
結果を精査することによって、一体全体何が
解の爆発の原因なのか、より深い理解が可能
になるのではないかと期待している。初年度
には、時間局所解の存在定理から始めて、特
異点の存在・非存在を調べる予定である。ま
た、[C]の成果を応用して数値実験する予定
である。 
 
[爆発解の数値計算法]  
半線形熱方程式の解の爆発時刻を数値的に
求めるという問題については文献[33]が現
在最良のものであると思う。重要ではあるが
この論文でやり残した問題を解決したい。具
体的には、(1)最大値原理が成り立たない微
分方程式でも爆発時刻まで込めて近似が成



り立つような差分スキームが構成できるか
どうか、(2)拡散係数がゼロに収束するとき
の特異極限でも爆発時刻まで込めて近似で
きるか、といった重要な問題の解決である。
また、特異点の近傍で空間的に細かくする、
いわゆる適合格子を使った場合に収束が証
明できるか、というのも大事である。適合型
格子では確かに数値解はそれらしいものを
見せてくれるが、収束証明があるわけではな
さそうである。また、適合型であるが故の問
題点もある。たとえば、本来一定の速度で進
むはずの波動が格子の細かいところと粗い
ところの境界で波動が反射したり加速した
りすることは昔から知られていたようであ
る。本来の現象にない虚構が数値アルゴリズ
ムのせいで現れてくるわけであるが、こうい
った現象を数学的に解明したい。 
 
[水面波の数値計算]  
伝統的に、水面波の問題では渦無しの流れを
仮定することが多かった。しかし、渦有りの
水面波の重要性は現在では強く認識されて
いるところである。John Toland 氏は最近、
これを変分法で特徴付けることに成功して
いる。これを数値計算に使えないかどうか、
東海林まゆみ氏と検討を始めている。メモリ
ーを食うやり方であるが、変分法の直接法で
解の存在が証明できるならば、それを最小化
問題として数値計算することは可能であろ
う。とても速い方法であるとは思えないが、
これまで変分法以外の方法で計算してみて、
失敗してきているので、トライすべきものと
考えている。以上は、進行波、すなわち、形
を変えずに一定の速度で進む波を決定する
問題である。これとは別に、定在波(standing 
wave)、すなわちその場で上下に振動する時
間周期的な波を計算してみたいと思ってい
る。定在波は進行波と同じくらい重要な波で
あるが、自由境界問題としての数学的な取り
扱いはきわめて難しく、J. Toland 氏や岡村
誠氏（九州大学応用力学研究所）の研究があ
るけれども、前者は純粋に偏微分方程式の存
在定理のみに特化しており、後者は先駆的な
研究として高く評価するけれども、数学の立
場からはまだまだやらねばならない問題が
ある。 
４．研究成果 
 
Unimodal solution の存在について、文献
[1,8,11,13]において、詳細な数値実験結果
を発表した。領域を変え、外力を変え、様々
に実験をしたが、レイノルズ数さえ大きけれ
ば、unimodal solution が出ることが確認さ
れた。外力のモードは k=10 であっても
unimodal は現れた。また、狭い意味の
Kolmogorov 流よりもさらに一般の外力でも
出現した（[11]）。さらに面白いことに、現
れる流線のパターンが大別して3種類しかな
いこともわかりつつある。多種多様な外力に
もかかわらず、レイノルズ数∞の極限である

種の普遍性が存在しそうなのである。これは
なかなか魅力的な問題である。[13]で解説し
たように、unimodal solution は Kraichnan
の逆カスケード理論とも相性が良く、2 次元
乱流の理解に不可欠な要素と言えるかも知
れない。 
 
水面波の粒子の軌道を計算したのが[2]であ
る。これによれば、いわゆるストークス漂流
は思ったよりも大きく、環境問題などで、こ
れまで信じられてきたよりもずっと大きな
役割を果たしているかも知れない。[2]では、
ストークス漂流が起きることの証明を関数
論に帰着させる証明も発表した。これによっ
て、それまでに知られていた証明を簡略な方
法で置き換えることが出来た。 
 
水面波の計算は渦ありの場合にようやく計
算方法が確立できた。結果も出つつあり、発
表も間近い。渦ありの場合にはよどみ点が現
れる点が、数値計算を複雑にさせている。有
る場合に2個以上のよどみ点が出ることもわ
かった。 
 
非線型熱方程式の時間変数を複素数にする
と面白い現象が出てくる。特異点を複素平面
で考えるとき、その特異点は孤立特異点か分
岐点のどちらかであろう。数値実験してみる
と、孤立特異点は現れず、分岐点のみが現れ
る。分岐点を解のリーマン面に沿って探して
みると、かなり多く見つかる。こうした分岐
点の性質を知ることによって爆発解の性質
を再検討してみるのは面白い課題であると
思う。数値実験は[9]に公表した。 
 
Craik の力学系の探索：Alexander Craik 氏
の考案した3次元力学系はナヴィエ－ストー
クス方程式から導かれたものであるが、少し
一般化することで、Pehlivan が考えた電気回
路のモデルを含むように出来る。極めて一般
的な常微分方程式である。これにはコンパク
トなアトラクターが必ずしも存在しない。ほ
とんどの解の軌道は非有界で、その t→∞で
の挙動から 2種類に分けられる。その 2種類
を分けるものがある種の周期解であるとい
うことが数値実験によって示唆されていた。
しかし、数学的に証明することはこれまで 15
年ほど誰にも出来なかった。宮路智行氏との
共同研究で、周期解の存在を、精度保証計算
を使うことによって証明することに成功し
た（文献[6]）。Craik-Pehlivan の方程式のパ
ラメータを様々に変えると、周期解分岐やカ
オスが発生するメカニズムが解明された
（[7]）。これによって、[6]の周期解以外の
周期解も存在することがわかり、解の相空間
での分類ができそうな見込みが立ってきた。 
 
ナヴィエ－ストークス方程式に関する様々
なモデル方程式を統一的に考え、現状を総括
し、未解決問題を論じた（[12,14]）。ナヴィ



エ－ストークス方程式の解の爆発の問題は
はあまりに難しい。その本質を備えたモデル
で考察し、性質を類推するという戦略は重要
なものである。特に意味のあるテーゼとして、
「流れの方程式の移流項が解の爆発を押さ
える」があげられる。これは様々なモデルで
検証してきたが、数学的な理論化に成功して
はいない。Proudman-Johnson 方程式に関する
予想は15年以上たった今でも未解決である。
Constantin-Lax-Majda 方程式の一般化にお
いても同様の予想が立っているけれども、証
明には成功していない。ただ、数値実験の結
果は明白にこれを指示している（[4]）。同方
程式を力学系の立場から研究すれば面白い
ことがわかろうかと期待しているが、今のと
ころ手つかずである。一方、一般化 CLM 方程
式がunimodal solution を持つことは数値的
に確かめられており、近々投稿予定である。
その解が unimodal であることを精度保証で
証明することも試みている。 
 
研究の成果は研究代表者や連携研究者・研究
協力者によって内外の学会等で発表してい
る。 
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