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研究成果の概要（和文）：拡散型確率過程のサンプリング問題を研究した．高頻度データを用いて確率微分方程
式のパラメトリック推測を行う際に，疑似最尤推定量の導出が重要であるが，その推定量を効率よく算出するた
めに，ベイズ型推測と最尤型推測の利点を活用したハイブリッド型推測法を開発し，その数学的正当化を行っ
た．大規模数値実験によって提案手法の有効性の実証を試み，エルゴード的拡散過程や微小拡散過程に対して，
ハイブリッド型推定量の漸近挙動が安定していることを確認した．提案手法は上記のモデルだけでなく，一般の
モデルに対して適応可能である．また，レヴィ駆動型確率微分方程式の統計推測および高頻度データ解析への応
用について研究した．

研究成果の概要（英文）：We considered sampling problems for diffusion type processes. For parametric
 inference of stochastic differential equations based on high frequency data, it is important to 
obtain a quasi-maximum likelihood estimator (QMLE). In order to compute the QMLE efficiently, we 
proposed the hybrid type estimator by using advantages of both Bayes type estimation and the maximum
 likelihood type estimation. Moreover, the mathematical validity of the proposed estimator was shown
 and we confirmed that the proposed estimator had good performance by large scale numerical 
simulations. The proposed statistical method works well for not only diffusion type models including
 ergodic diffusions and small diffusions but general models. We also researched statistical 
inference for Levy driven stochastic differential equations and applications of statistical 
inference for stochastic differential equations to high frequency data analysis.

研究分野： 統計科学

キーワード： 数理統計学　拡散過程　Levy過程駆動型SDE　疑似尤度解析　高頻度不規則観測　セミマルチンゲール　
非整数ブラウン運動　ボラティリティ 
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
連続時間確率過程の重要なクラスである確
率微分方程式は確率解析にとどまらず, 数
理ファイナンス・金融工学や数理生物学にお
いても広く普及している標準的な数学モデ
ルである．さらに, 計算機の高性能化に加え, 
膨大な高頻度データが入手可能となってい
る今日では, 確率微分方程式モデルの統計
推測法の開発が重要視されている.非線形時
系列モデルの一種である確率微分方程式は
統計的モデリングとして理論及び応用の両
面において非常に興味深い統計モデルであ
る．そして，離散観測に基づく確率微分方程
式モデルの統計推測法の研究は，確率解析学
と統計科学を融合させ，高頻度データ解析へ
の応用を目指す研究であり，国際的に見ても，
統計科学の重要な研究課題の一つと言える． 
 
２．研究の目的 
時間とともに変化するランダムな現象を捉
えるための連続時間確率過程モデルとして，
確率微分方程式モデルが用いられているが，
連続的に観測されたデータ（連続パスデー
タ）を得ることは一般には不可能である．そ
こで統計解析を行う際は，離散的に観測され
たデータ（離散観測データ）に基づいた統計
手法を用いることになる．しかしながら，非
線形性や非定常性を有する確率微分方程式
は表現力豊かで適用範囲が広くなる反面，離
散観測データに基づく尤度関数を陽に表現
することができないため，強力な統計解析手
法である尤度解析を一般には適用できなく
なる．そこで，確率微分方程式モデルの場合，
擬似尤度関数（尤度関数を近似した関数）を
用いた擬似尤度解析が中心的な役割を果た
すことになるのであるが，未だ確率過程の擬
似尤度解析が整備されているとは言えない
状況である．同様に擬似尤度関数に基づいた
ベイズ型推測法の発展も急務である．本研究
の目的は確率微分方程式によって定義され
る拡散過程モデルやジャンプ型拡散過程モ
デル，そしてレビィ駆動型確率微分方程式モ
デルなどに対する有効な統計推測法を開発
し，高頻度データ解析への応用を試みること
である．  
 
３．研究の方法 
有効な統計的推測法の一つに尤度関数に基
づく尤度解析法があるが，離散観測に基づく
確率微分方程式モデルの尤度関数は一般に
は陽に求めることができない．そこで，確率
微分方程式モデルの有効な統計推測法を開
発するために，確率微分方程式の重要なクラ
スである拡散過程・ジャンプ付き拡散過程・
レヴィ駆動型確率微分方程式に対して，精度
よい近似尤度関数（擬似尤度関数）や推定関
数を構成する．さらに，それら擬似尤度関数
や推定関数に基づく擬似尤度解析を整備し，
最尤型推定量やベイズ型推定量の漸近的性
質を証明する．一般に確率微分方程式に対す

る擬似尤度関数は複雑なため，最尤型推定量
やベイズ型推定量の導出には数値計算上の
問題が生じるので，これに対する有効な計算
法を提案する．また，擬似尤度解析を用いた
擬似尤度比検定統計量を構成し，その漸近的
性質を解明する．これらの理論的結果を高頻
度データ解析へ応用する． 
 
４．研究成果 
(I)拡散型確率過程のサンプリング問題 
(1)高頻度データに基づく確率微分方程式モ
デルのドリフトとボラティリティパラメー
タの適応的推測手法の改良およびそれから
得られる３種類の適応的最尤型推定量や適
応的ベイズ推定量の漸近分布・積率収束など
の漸近的性質を証明した．  
(2)確率微分方程式のドリフトとボラティリ
ティパラメータに対する適応的推定法を検
定問題やモデル選択問題に応用した． 
(3) 確率微分方程式モデルの推定量や検定
統計量，情報量規準などの統計量を導出する
際に，効率よく計算する手法として，ニュー
トン・ラフソン法を応用したハイブリッド・
マルチ・ステップ(Hybrid Multi-Step，HMS)
推測法を開発した．HMS 法とは，ベイズ型推
定量を初期推定量として採用し，擬似尤度関
数によるスコア法を初期推定量の漸近的性
質に応じて複数回適用した統計的手法のこ
とである．規格化した擬似尤度関数に基づく
温めたベイズ推定を初期推定量として採用
することによって，最尤型推定量を計算する
際に直面する最適化のための初期値選定問
題から解放される．また，HMS 推測法は統計
モデルの構造（独立同一分布モデル，時系列
モデル，確率過程モデル等）に依存しない汎
用的な推測法である． 
(4)平成 26年度の研究成果であるエルゴード
的拡散過程のハイブリッド・マルチ・ステッ
プ(HMS)推測法を非エルゴード的拡散型過程
に応用した．具体的には，非エルゴード的拡
散型過程のボラティリティパラメータを推
定するために，オイラー・丸山近似に基づく
擬似尤度関数による初期ベイズ推定量を用
いて HMS 推定量を導出し，それが漸近混合正
規性およびモーメントの収束性を有するこ
とを証明した．また，数値実験によって，初
期推定量の収束率に応じて，HMS 推定量の漸
近挙動が変化するという知見を得た． 
(5) 微小拡散過程モデルのドリフトとボラ
ティリティパラメータの最尤型推定量を導
出するために，最初に適応的ベイズ型推定量
を求めて，それを初期推定量として用いたハ
イブリッド型マルチステップ推定量を構成
した．そして微小拡散過程における統計的確
率場の大偏差不等式を示して，提案した推定
量の漸近正規性やモーメントの収束性を証
明した．  
(6) 微小拡散過程のハイブリッド型推定に
おいて，初期ベイズ推定量の計算コストが問
題であった．そこで，すべての高頻度データ



（フルデータ）を用いる代わりに縮小された
データを用いてベイズ型推定量を導出して，
それを初期推定量として採用した微小拡散
過程のハイブリッド型マルチステップ推定
法を開発した．そして，提案したハイブリッ
ド型推定量が漸近正規性およびモーメント
の収束性を有することを証明した．さらに，
多次元微小拡散過程モデルの大規模数値シ
ミュレーションによって，初期推定量の収束
率に応じて，ハイブリッド型推定量の漸近挙
動が変化するという知見を得た． 
(7) エルゴード的拡散過程のドリフトとボ
ラティリティパラメータのハイブリッド型
推定量を導出するために，縮約データを用い
た初期ベイズ型推定量を導出し，その漸近的
性質を証明した．具体的には，最初に縮小デ
ータを用いてボラティリティパラメータの
初期ベイズ型推定量を導出し，その後間引き
データを用いてドリフトパラメータの適応
的ベイズ推定量を導出する．さらに，それら
のベイズ型推定量を初期値として，ハイブリ
ッド型マルチステップ推定量を構成し，その
漸近的性質を証明した．さらに，高次元パラ
メータのエルゴード的拡散過程モデルの大
規模数値シミュレーションを行い，提案した
最適化手法が従来の最適化手法よりも計算
コストおよび数値的安定性の両面において
優れていることを実証した． 
 
(II) レヴィ駆動型確率微分方程式に対する
統計推測 
(1)夜間・昼休みの経済高頻度データへの影
響を加味したボラティリティの推定手法を
定式化し，実証分析でその安定性を示した．
高頻度観測の下で，Normal inverse Gaussian
過程の尤度の局所漸近正規性を導出した．ま
た，確率過程の自己規格化残差系列の漸近挙
動を導出し，適合度検定への応用を提案した． 
(2)外生変数や別の要因 (観測可能) も柔軟
に取り込める Ornstein-Uhlenbeck 型回帰モ
デルや局所安定 Levy 過程で駆動される確率
微分方程式モデルに対して，疑似最尤推定量
の漸近混合正規性を導出した．回帰モデルの
正則化推定 (高次元モデルの疎推定) にお
いて統計的確率場の多項式型大偏差評価を
導出し，例えば bridge 推定量などの，混合
収束率を有する疎推定量の収束速度に関す
る評価を得た． 
(3) レヴィ過程で駆動される確率微分方程
式モデルにおける高頻度データ解析の基礎
理論の構築として，特に正規型および非正規
安定型の擬似尤度推定方式を軸とし，擬似最
尤推定量の漸近分布の導出に関連する統計
的確率場の極限定理や分布論を，事例研究と
併せて研究した．また，レヴィ過程モデルか
らの大規模高頻度データに基づいた統計推
測理論に関する総合報告をまとめた． 
(4) 一般のレヴィ過程駆動型確率微分方程
式モデルについて，二段階推定手法を構築し，
漸近同時分布を導出した．また，局所安定型

モデルに関する非正規型疑似尤度解析につ
いてこれまで得た結果の技術的な改良を行
い，ノイズの変動指数がコーシー以上ウィー
ナー過程未満の場合に統一的な正則条件の
下で推定量の漸近混合正規性が得られるこ
とを示した．特に局所安定型レヴィ過程の場
合に尤度比の局所漸近正規性を導出し，提案
推定量が漸近有効であることを証明した． 
(5) 高頻度観測される Levy 駆動型確率微分
方程式モデルについて，正規型疑似尤度によ
るパラメトリック係数推定量，および残差系
列を用いて Levy 測度の汎関数の推定量を段
階的に構築し，それらの漸近分布を導出した．
とくに，係数推定量を代入することで生じる
バイアス量を適切に補正し，漸近バイアスを
除去した上で同時近似信頼集合の構成を可
能とした． 
 
(III)高頻度データ解析 
(1) 高頻度不規則に観測される連続セミマ
ルチンゲールデータから，ドリフトの回帰係
数を推定する問題を考察した．連続観測の場
合の最尤推定量を自然に離散化して構成で
きる推定量は局所ガウス近似に基づく疑似
最尤推定量と一致するが，この推定量は観測
の不規則性の下で一次の漸近バイアスを持
つことを示した．説明変数となる確率過程の
増分の歪度推定量を用いて回帰のバイアス
補正を構成した． 
(2) 非線形なコスト制約の下での確率積分
の離散化による平均2乗誤差を漸近的に最小
化する問題を解決した．とくに確率積分を効
率的にシミュレーションする方法を与えた．
また確率微分方程式モデルに対する新しい
強近似法を開発した．さらに，確率微分方程
式の解そのものではなく，その積分値が高頻
度に観測される隠れマルコフ型モデルを考
察し，拡散係数に含まれる未知パラメータに
対して Whittle 近似に基づく有効な推定量
を構成し，その漸近混合正規性を証明した． 
(3) 確率微分方程式モデルにおける二次変
動推定量について，最も標準的な実現ボラテ
ィリティが許容的ではないことを示し，推定
の平均二乗誤差を改善する縮小推定量を構
成した．この推定量はボラティリティが定数
の場合には許容的であるという意味で，最低
限の最適性を持っている．平均二乗誤差の改
善は二次のオーダーであり，ボラティリティ
自身の変動が大きいほど改善幅も大きい． 
(4) ボラティリティの縮小推定は，実現ボラ
ティリティ統計量に1より小さい定数を乗じ
て縮小し，高次の有効性を改善するものであ
る．前年度までに得られたブラウン運動モデ
ルに対する結果を，非整数ブラウン運動やブ
ラウン型半定常過程で駆動されるモデルへ
拡張した． 
(5) 非整数ブラウン運動など自己相似性を
持つ連続時間ガウス過程の高頻度データに
基づく統計的推定理論の構築として，離散時
間定常ガウス過程に対して有効性が知られ



ている Whittle 近似を応用して，高頻度観
測極限における擬似尤度に基づく漸近有効
推定量を構成した．ボラティリティが非整数
ブラウン運動で駆動される確率微分方程式
モデルに対する高頻度データ解析へも応用
し，ボラティリティ推定誤差を考慮した，ボ
ラティリティのハースト指数推定量を提案
した．また関連する実データ解析も行った． 
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