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研究成果の概要（和文）：4次元多様体の上のゲージ理論は物理学に由来する。物理学の理論では通常は、事象が生じ
る確率などの数がアウトプットとして最終的な目標である。数学的な扱いにおいて、数よりも複雑だが豊富な内容をも
つ情報を扱う手段が開発されている。本研究は後者の数学的なアプローチをとる。目標は、その情報を用いて逆に4次
元多様体の形状の性質を解明することであった。主な結果として、4次元多様体をその内部の3次元多様体によって切断
するとき、その切断面の性質（Floer K群）と、4次元多様体を特徴づけるひとつの数（符号数）とが関連することが示
された。

研究成果の概要（英文）：We investigated gauge theory on 4-manifolds using mathematical approach. While 
final outputs in physics are usually supposed to be some numbers, such as probabilities, it is known that 
we can construct some richer structures as outputs in the mathematical approach to gauge theory. Our goal 
is to find new properties of 4-manifolds using such rich structures. A major result of our research is a 
relation between the "signature" of a 4-manifold and the structure of the 3-manifold (Floer K gruop) 
which appears as its boundary.

研究分野： 幾何学
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１． 研究開始当初の背景 
 
(1)ゲージ理論は数学的にはトポロジカルな
場の理論として整備されてきた。４次元の閉
多様体に対する不変量は数に値をとり、３次
元の閉多様体対する不変量はFloerホモロジ
ー群と呼ばれるいずれも代数的対象である。
これらを精密化し、幾何学的対象を対応させ
る理論が Seiberg-Witten 理論において構築
さ れ つ つ あ る 。 Donaldson 理 論 、
Heegaard-Floer理論においてはFloerホモロ
ジーの安定ホモトピー的精密化である Floer
ホモトピー型は構成されていない。一方 SW
理論においては Manolescu が b_1=0 の３次元
多様体に対してFloerホモトピー型を構成し
ている。 
 
(2)Seibergb-Witte 理論の微分幾何的な応用
として LeBrun による山辺不変量へのアプロ
ーチが知られている。方程式の解の存在を用
いた議論であるが、必ずしもその意味がわか
りやすいものではなく、いかなる一般化が可
能であるかの考察は難しかった。 
 
(3)準備的な研究として、次の３個があった。 
①Seiberg-Witten 理論を用いて４次元スピ
ン多様体の不変量の同定が古田と亀谷との
共同研究として考察されていた。得られたひ
とつの結果は、当該の不変量が、対称性をも
つある種のK群の不変量との関係を持つこと
であった。 
②Tian-Jun Li との共同研究により４次元理
論の不変量ではDonaldson理論においても不
変量の幾何学化が特別な場合に可能である
ことが見出されていた。 
③吉田尚彦・藤田玄の両氏との共同研究によ
り、線形理論における局所化のひとつ現象が
摘出され、量子力学における準古典近似が精
密である場合の数学的メカニズムのひとつ
が提出されていた。 
 
２．研究の目的 
 
(1)トポロジカル場の理論としてのゲージ理
論を、 Seiberg-Witten 理論およびその
Donaldson 理論において、Floer ホモトピー
型の理論の整備を通じて行うことが目標で
あった。Donaldson 理論において出発点は背
景(3)②が想定された。また、非線形理論であ
るゲージ理論を理解する準備として線形理
論における局所化現象（背景の(3)③）が出発
点になると想定された。 
(2)ただし、研究の進展に伴い、当初未想定で
あった状況に直面する可能性は常に考慮さ
れた。実際そのような状況（研究の方法(2)
参照）となり、研究の目的として、新たに我々
の知見を、それらの状況に適用することも含
む形に立て直された。 
 
 

３．研究の方法 
 
(1)研究の目的の(1)に関しては Tian-Jun Li
氏との共同研究(背景(3)①)を進めた。共同
研究のため、ミネソタ大学を数回訪問した。
さらに、研究の目的の(1)については笹平裕
史氏、T.Khandhawit 氏の協力を得て、新しい
方法を考察した。 
 
(2)ゲージ理論は元来起源が物理学に由来す
る分野であるため、物理学と関連した研究上
の相互作用が潜在的にあり得る。実際、我々
の知見（背景(3)①）と関連した議論が物性
物理学のトポロジカル絶縁体の不変量にお
いて出現していることが本研究の進行中に
知られた。これについては、小谷元子(AMRI)、
佐藤浩司(AMRI)、松尾信一郎(名古屋大)、林
晋(東大)、窪田陽介(東大)の諸氏と議論を行
った。それにより、物理現象の数学的理解と
同時に、数学へのフィードバックを試みた。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) Seiberg-Witten Floe K コホモロジー：
研究の目的の(1)に対して、Tian-Jun Li 氏と
の共同研究により、3 次元スピン有理ホモロ
ジ ー 3 球 面 に 対 し て 、 Pin(2) 同 変
Seiberg-Witten Floer ホモトピー型および
Seiberg-Witten Floer Pin(2)同変 K コホモ
ロジーを定式化した。さらにその応用として
境界のある4次元コンパクトスピン多様体に
対して、10/8 タイプの不等式を得た。 
 
(2) Seibereg-Witten 方程式の摂動：研究の
背景の(2)に関して、松尾信一郎氏（名古屋
大学）との共同研究により、解析的側面に関
する共同研究を行い、LeBrun の不等式の別証
明と拡張を得た。Seiberg-Witten 理論の基盤
となる、モジュライ空間のコンパクト性の根
拠において、Weitzenbock 公式の役割を根底
から再考することにより、Seiberg-Witten 方
程式の形を大幅に変形しても同じ不変量が
得られるという考察に基づく。微分幾何的な
不等式を得るために適切な方程式の形を手
で作ることが可能になり、既存の LeBrun に
よる議論の著しい簡易化と、一般化がなされ
た。 
 
(3)バルクエッジ対応：研究の方法(2)で言及
したように、 Seiberg-Witten 不変量の考察
のために亀谷・古田の共同研究で用いられた
不変量が、トポロジカル絶縁体の理論に現れ
るとの知見を得て、これと関連した考察を行
った。小谷元子、佐藤浩司、松尾信一郎、林
晋、窪田陽介の諸氏との共同研究として、バ
ルクエッジ対応の数学的なひとつの理解を
得た。 
 
(4) Bott 周期性：研究の方法(2)で言及した



新たな方向への考察の、数学へのフィードバ
ックとして、Bott 周期性定理の新しい証明を
得た。同定理の証明の数多くあるが、Bott 要
素を掛ける操作の逆を指数写像によって構
成するタイプの証明と、準ファイバー束の構
成によってホモトピー完全系列を示すタイ
プの証明との間の相互の関係が、この証明に
よって明示的に見て取ることができる。 
 
(5) Seiberg-Witten Floer ホモトピー型：研
究の方法(1)で言及したように笹平裕史氏
（名古屋大学）、T. Khandhawit 氏（カブリ
IPMU）との共同研究により、Floer ホモトピ
ー型を、偏曲に関するトポロジカルな障害が
消滅する条件のもとで構成するための研究
を行った。現在までの基本的な結果はスペク
トル切断を用いた Hilbert 束の有限次元近
似の存在定理である。 
 
上記(1)(2)は具体的な成果であり、(3)(4)は
新しい可能性の開拓である。しかし、最後の
(5)は研究が開始されたところであり、十分
な成果は得られていない。また、当初の背景
(3)②に述べた Donaldson 理論に関する考察
は、抽象的議論にとどまっている。 
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