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研究成果の概要（和文）：超局所解析学と完全WKB解析の相互補完性を基礎に、いくつかの基本的な１次元シュ
レーディンガー方程式のWKB解のボレル変換像に対し、その「動かない特異点」の近傍での特異性の具体的描像
（alien derivativeの計算）を得ることが出来た。同時に大きなパラメタを含む高階常微分方程式において基本
的ではあるが未だ余り世の中に普及していない「仮想的変わり点」なる概念に関するmonograph“Virtual 
Turning Points”を本多尚文氏（北海道大学）と協力してSpringer社より刊行した。

研究成果の概要（英文）：We have succeeded in concretely describing the singularity structure of the 
Borel transformed WKB solutions of several basic one-dimensional Schroedinger equations near their 
fixed singular points. The main tool for the description is the so-called alien calculus, and the 
idea is based on the role of a bicharacteristic strip as a carrier of singularities of solutions of 
linear partial differential equations. Thus our result is an outcome of the complementality of 
microlocal analysis and the exact WKB analysis. We have also studied higher order ordinary 
differential equations with a large parameter through its Borel transform ; a virtual turning point 
is an indispensable ingredient in the exact WKB analysis of higher order equations. 
Kawai and Takei, with the collaborator N. Honda(Hokkaido University) published a monograph titled “
Virtual Turning Points”(Springer ; 2015), so that this novel notion may be widely appreciated by 
mathematical physicists and engineers.

研究分野： 数物系科学

キーワード： 完全WKB解析　超局所解析学　ボレル変換　動かない特異点　alien derivative　仮想的変わり点　無限
階微分作用素　超局所解析的S-行列論
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１．研究開始当初の背景 
Bender-Wu(Phys. Rev., 184(1969))は場

の量子論における 4‐模型の解析を目標と
しつつ、その手掛りとして非調和振動子の
WKB 解析を行ったものと思われる。その解
析により WKB 解析においてはボレル変換の
概念が重要であることが認識されて A. 
Voros(Ann. Inst. Poincaré, 39(1983))及び
H. J. Silverstone(Phys. Rev. Lett., 
55(1985)) へ と つ な が り 、 さ ら に F. 
Pham(Algebraic Analysis, Ⅱ , Academic 
Press, 1988)の“Voros の仕事と Ecalle の再
生函数論の関連付け”へと発展した。他方、
河合・竹井はこの Pham の論文に触発されて
“WKB 解のボレル変換像を超局所解析的手
法を用いて解析してみよう”と云う方向で研
究を始めた。その中心となったのは「単純変
わり点の近傍では、シュレーディンガー方程
式のボレル変換像は超局所解析的には Airy
方程式のボレル変換像と同型である」と云う
連携研究者 青木貴史（近畿大学）との共同
研究である。（河合・竹井：特異摂動の代数
解析学（岩波書店、2008）参照）最近（2012
年当時）この Pham のグループの仕事と河
合・竹井・青木の仕事をつなぐことにつなが
ると思われるボレル総和可能性に関する小
池達也と R. Schäfke の結果が発表されたの
でそれを受けて超局所解析学と完全 WKB 解
析の相互補完性を一層強めたい、と云うのが
計画の出発点である。 
 

２．研究の目的 
(1) １．で述べたような背景を念頭に大きな
パラメタを含む極大過剰決定系の研究、特に
その「仮想的変わり点」の解析的意味のより
深い理解を追求する。 
(2) 高階パンルヴェ方程式の構造の研究を
行う。 
(3) 上述の２つの研究成果を基礎として河
合・竹井は１．で触れたその著書「特異摂動
の代数解析学」の増補・改訂版を英語で出版
する。 
 
３．研究の方法 
(1) 超局所解析学と再生函数論を手段とし
て、線型微分方程式(系)の構造論を展開する。 
(2) 「完全最急降下路」の方法を用いて「仮
想的変わり点」の解析的意味の理解を深める。
この議論の過程において「超局所解析学」へ
の新しい問題提起も在り得る。（これは実際
にそうであることを「４.研究成果」欄で示
す。） 
(3) 「１.背景」欄で触れた Bender-Wu の問
題意識、即ち、「非調和振動子の WKB 解析」
は S-行列の理解の為の第一歩であることを
忘れないように心がける。 
 
４．研究成果 
(1) 河合・竹井は研究協力者 神本晋吾氏（現
在広島大学）と協力して、２つの単純極と一

つの単純変わり点が合流するようなシュレ
ーディンガー方程式（M2P1T 方程式）の理
論を整備し、そのような方程式は代数型
Mathieu 方程式に変換されること、さらに、
その方程式の WKB 解のボレル変換像の、２
つの単純極が定める「動かない特異点」にお
ける alien derivative の計算を超局所解析的
手法を用いて行った。(Adv. in Math., 
260(2014), 458-564. 及び 565-613) 
 
(2) 河合・小池は神本晋吾氏と協力してかね
てより問題とされてきた(C

~
)型の単純極方

程式(a boosted simple-pole type equation ; 
即ち ))](([ 211222   xxdxd  0  
)の WKB 解の接続問題が次の形で解決され
ることを見出した：WKB 解のボレル変換像
に含まれる（相互の位置関係が）「動く特異
点」の近傍での特異性の相互関係は無限階微
分作用素を用いて記述される。さらにその結
果を踏まえて boosted Whittaker equation、 
即ち )]41([ 21222 xxdxd    

0 , のWKB解の（相互の位置関係の）「動
かない特異点」の近くでのその特異性の相互
関係を無限階微分作用素を用いて記述した。
最も簡単で印象的な事実として、その Voros
係数の  imy 2 ),2,1( m の
alien derivative の特異部分が 
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と現わされることを記しておく。陪特性帯に
沿っての解の特異性の伝播の様子の具体的
な記述にこのような形で無限階微分作用素
が関わって来る、と云う事実は超局所解析学
に新しい問題提起をしたものと言えようし、
又、同時に我々の計算には D. Sauzin の再生
函 数 に 関 す る 結 果 (Ann. Sci. ENS, 
55(2014))が良い参考になったことも記録に
値いすると思う。(Lett. In Math. Phys., 
106(2016)) 
 
(3) 竹井は研究協力者 茂木貴宏氏（現マル
チコミュニケーション社）と協力して“大き
な パ ラ メ タ を 指 数 に 含 む middle 
convolution”に「完全最急降下路の方法」を
組み合わせて高階方程式のストークス図形
の決定に用いた。このような middle 
convolution の研究は今後超局所解析学の重
要な主題になると思われる。(Adv. in Math.,   
310(2017)) 
 
(4) 竹井・河合は研究協力者 本多尚文氏（北
海道大学）との共著“ Virtual Turning 
Points”（Springer, 2015）を刊行した。これ
は、高階 Painlevé 方程式系の一つである野
海・山田系を仮想的変わり点の観点から研究
した結果の報告（ Chap. 2 ）及び高階



Landau-Zener 型の方程式の S-行列の計算に
おける仮想的変わり点の重要性を示す
（Chap. 3）ことと併せて、“s-virtual turning 
point”（以下、s-VTP と略）なる新しい概念
も提出している。（Chap. 1）この s-VTP なる
概念の適用できる対象はかなり限定的であ
るが、それだけに精確な結果を得ることが比
較的容易で、河合・竹井は廣瀬三平氏（芝浦
工業大学）と協力して、たとえばPearcey系、
A4 系、D4 系等の接方程式に現われるストー
クス図形の研究を行って今迄知られていな
い興味深い現象（例えば non-hereditary 
turning point の出現、s-VTP では記述され
ない（多重特性根と関係する）（陪特性曲線
の自己交叉点として定まる）「仮想的変わり
点」の出現可能性等））を多く見出しつつあ
る。（近刊予定） 
 
(5) 我々の研究に一つの重要な動機付けを
与えた Bender-Wu の仕事の元来の目標は場
の量子論における S-行列の理解を深めるこ
とにあったことに鑑み、何を我々が今なし得
るかを考えれば「解析性と unitarity を組合
わせてどのような知見が得られるか」と云う、
所謂「解析的 S-行列論」に超局所解析的視点
を取り入れて「超局所解析的 S-行列論」を試
みるのは自然である。このような立場から過
去の文献を調べると、意外に Landau-中西曲
面（以下 LN 曲面と略記）の具体的記述が乏
しいことに気付く。そこで解析的 S-行列論の
泰斗 H. P. Stapp 教授（ローレンスバークレ
ー研究所）との議論を出発点として考察の対
象を「時空 2 次元で 3 particle threshold（以
下 3PT と略記）の近傍」に限定して計算機援
用により具体的に LN 曲面を記述することを
試みてみた。その結果は予想以上に簡明で
我々にこの方向の研究の成功を確信させる
ものであった。即ち 3PT からある極めて小さ
い除外集合Nを除いた所で局所的にLN曲面
の複素化を考える限り、“複素 LN 曲面の有
限性”が成立する。（RIMS Kôkyûroku 
Bessatsu B52(2014)）（尚、この研究過程で
検討したLN曲面の具体例はRIMS Preprint, 
1809 として京都大学機関リポジトリーで公
開されている。）この簡明な結果に対して当
然提出される疑問は“では Eden 達の見つけ
た奇妙な特異点（acnode）はどこに行ったの
だ”であろう。実はこれは数学的には極めて
面白い現象、即ち、実 LN 曲面には Whitney
の傘が含まれる為に、複素 LN 曲面を大域的
に考えその実領域での切口を考えると
acnode が現われる、と云う形で説明される。
即ち、実 LN 曲面に含まれている Whitney
の傘の大域的複素化を考えその実領域との
交わりを見るとこの奇妙な特異点が出現す
る、と云う mechanism になっている。
（Kôkyûroku Bessatsu B57(2016)）このよ
うな結果を踏まえて、若い世代に「超局所解
析的 S-行列論」への興味を持ってもらえるよ
う、“Sato’s postulates”への注記、と云う形

で の 論 文 を 河 合 ・ 本 多 が 準 備 し た 。
（Kôkyûroku Bessatsu, B61(2017)）さらに、
こ の よ う な 研 究 過 程 で 得 ら れ た
“complemented graph”の概念の有用性を
示す論文も別途準備した。（近刊予定）今後
さらに hierarchical principle の超局所解析
的見地からの研究が、S-行列の摂動展開の構
造の研究に役立つことを期待している。特に、
その際、上述の論文でも触れた、“1 本の内線
の contraction によって 2 つのループが同時
につぶれる時には、必ず pinch point が関係
する”と云う事実は今迄気付かれていなかっ
た事実だけに中心的な役割を果たしてくれ
るだろう、と考えている。 
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