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研究成果の概要（和文）：水底に凹凸がある場合の浅水波近似と長波長近似，特に，水底の凹凸の水平方向の空間スケ
ールεが水面のそれよりも非常に小さく，かつ周期的に変化している場合を考察した．浅水波方程式の解の均質化極限
（ε→０）を多重尺度法により解析し，その挙動を具体的に表示した．また，Boussinesq型方程式の解の均質化極限と
長波長近似を同時に行う極限を解析した．さらに，水の波の変分構造を利用して得られる近似モデルの構造を明らかに
した．

研究成果の概要（英文）：We considered the shallow water and long wave approximations for water waves over 
a periodically oscillating bottom, whose horizontally spatial scale is ε. We analyzed the homogenized 
limit (ε→０) of the solution to the shallow water equations by the method of multiple scales and 
determined explicitly the behavior of the solution. We also analyzed the homogenized limit and the long 
wave limit at the same time to a Boussinesq type equation. Moreover, we clarified the structure of a 
model for water waves which is obtained by the use of the variational structure.

研究分野： 数物系科学
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１．研究開始当初の背景 
河川を流れる水や大海原を満たしている

海水と大気が接する水面の運動は水の波と
呼ばれ，古くから研究の対象となってきた．
その水の波は，重力場の下での非圧縮かつ非
粘性流体の渦なし流に対する自由境界問題
として偏微分方程式系によって数学的に定
式化されるが，その解析は易しくなく，今日
でもなお研究者の興味を引いてやまない．そ
の解析の困難な点として，方程式の非線形性，
境界の形状が未知であること，粘性によるエ
ネルギー散逸の構造をもたないことが挙げ
られる．この困難さを回避するために，物理
学者および工学者は水の波の基礎方程式系
を適当な方法で近似し，その近似方程式の解
の挙動を調べることによって水の波の挙動
を理解してきた． 
その代表的な近似として浅水波近似およ

び長波長近似がある．浅水波方程式は津波伝
播のシミュレーションモデルとして使われ
ており，また長波長近似により得られる KdV
方程式はソリトンを記述する方程式として
有名である．近年の水の波の基礎方程式系に
対する数学解析の進歩により，基礎方程式系
の解と近似モデルとの解との誤差評価を理
論的に行うことが可能となり，浅水波近似や
長波長近似の数学的に厳密な正当化が与え
られるようになった． 
しかしこれらの結果では，水底が平らな場

合，あるいは水底に凹凸があってもその凹凸
が非常に緩やかな場合しか調べられていな
い．浅水波近似や長波長近似では，水深に比
較して波長が非常に長い波を対象としてい
るので，そのスケールでは水底の凹凸は激し
く変化していると見なす方がより現実的で
ある．水底が水平方向に関して非常に短い周
期で周期的に変化する場合のKdV近似につい
ては，Rosales, Papanicolaou (1983)による
先駆的な研究があり，解の存在を暗黙のうち
に仮定している形式的な議論ではあるが，水
底の凹凸により波の伝播速度が遅くなると
いう結果を出している．さらに，そこでは，
水底の凹凸がランダムな場合も考察されて
いる． 
この結果を数学的に厳密に正当化しよう

とする試みが Craig et al. (2005, 2008, 
2009)で行われている．そこでは，水の波の
基礎方程式系がハミルトンの正準方程式と
して書けることに注目し，ハミルトニアンの
近似という立場で正当化している．これは方
程式系の近似を正当化したことに対応して
おり，水の波の解が近似方程式の解で近似さ
れるかどうかについては何も答えていない．
さらには，意味のある時間区間における水の
波の解の存在も保証してはいなかった．また
Craig et al. (2012)では，同様な水底上で
の水の波の浅水波近似を考察し，高次の近似
方程式を導出しているが，やはり形式的な議
論で終わっており，解の近似という意味での
正当性は証明されていなかった． 

 
２．研究の目的 
「研究開始当初の背景」欄において記した

ように，水底に凹凸がある場合の水の波の浅
水波近似および長波長近似の数学的に厳密
な正当性を与えることを目的とした．特に，
水底の凹凸の水平方向の空間スケールが水
面のそれよりも非常に小さく，周期的に変化
している場合を主要な研究対象とした．この
とき，適当な無次元変数で水底を表わすとｚ
＝εｂ(ｘ/ε)というグラフ状の曲面になる．
ここで，εは無次元パラメーターであり関数
ｂ(・)は周期関数である．本研究では，水の
波の浅水波極限や長波長極限と同時にε→0
とする極限を調べ，その極限の数学的に厳密
な正当性を与えることを目的とした． 
さらに，必要に応じて新たな近似モデル方

程式を提唱することも目的とした． 
 
３．研究の方法 
(1) 関連する文献を精読することにより水
の波の基礎方程式系の特性をよく理解し，問
題の本質を見極めると同時に，問題点を克服
するための新しい計算手法や新たな視点を
見い出すことに努めた． 
 
(2) 文献の内容が完全に理解できなかった
り，文章中には陽に書かれていない隠れたア
イデアが掴めないような場合，その著者を招
聘するか研究代表者が当該研究機関を訪問
して知識の提供を求め，問題のより良い理解
に努めた． 
 
(3) 関連する研究者が多数参加する研究集
会に参加したり，研究代表者が主催している
慶應義塾大学理工学部での『非線形解析セミ
ナー』に関連研究者を招聘し，講演をして頂
いた．それらを通して最新の研究成果に触れ
たり，研究討論を行って新たな視点を模索し
た． 
 
(4) 新しい計算手法や新たな視点を基にし
て，研究代表者，研究分担者，連携研究者が
独立に計算を行った．その計算は紙面上での
手計算が中心であった．そして，お互いに密
に研究連絡を取り合うことによってアイデ
アを共有したり研究の進展状況を把握した
りして研究の進展に努めた． 
 
４．研究成果 
(1) 均質化過程を詳しく調べるために，先に
浅水波極限を行いそれから均質化ε→0 を行
うことを調べた．具体的には，先行結果で浅
水波極限に対する厳密な証明が与えられて
いるので，2 次元空間の場合の浅水波方程式
の解に対してε→0 の時の挙動を調べ，
Riemann 不変量を最大限に利用して，εが正
の時の解が水底が平らな場合の解に収束す
ることを示した．さらに，多重尺度法による
漸近解析を行い，解のオーダーεの項を関数



ｂを用いて具体的に書き下し，短い空間スケ
ールｘ/εおよび早い時間スケールｔ/εに
関する解の挙動を詳しく解析した． 
 
(2) 均質化と長波長近似を同時に行うこと
を調べるために，2 次元空間の場合の高次浅
水波近似方程式系である Green-Naghdi 方程
式を更に長波長近似した Boussinesq 型の近
似方程式を研究対象とした．この方程式には
高階の分散項が含まれるためRiemann不変量
の方法は適用できないが，エネルギー法を最
大限に利用して，ε→0 の時の解の漸近挙動
を調べた．その結果，Boussinesq 型方程式の
解が effective KdV 方程式の解に収束するこ
とが示された．さらに，εという小さなオー
ダーではあるが，水底の凹凸により波の伝播
速度が遅くなることが示された． 
 
(3) 水底に凹凸がある場合の水の波の浅水
波近似の高次近似モデルの解析を行った．特
に，水の波の基礎方程式系が有する変分構造
を利用した近似方程式の初期値問題を考察
した．その変分構造は Luke (1967) によっ
て見出されていることはよく知られている．
その Luke のラグランジュ関数における速
度ポテンシャルを適当な関数系を用いて近
似し，近似ラグランジュ関数に対するオイラ
ー・ラグランジュ方程式が近似方程式であり，
海岸工学の分野で提唱されていた．その近似
方程式に対しては，時刻 t=0 が時空間にお
ける特性曲面になっており，その初期値問題
は一般には可解でない．本研究では，その初
期値問題が可解になるための必要十分条件
を与えた．さらに，自明解の周りでの線形化
方程式系は浅水波近似と見なせることがで
き，しかも，高次近似方程式として知られて
いる Green-Naghdi 方程式よりも，さらに高
次の近似になっていることを証明した．しか
し，本来の非線形方程式に対する正当化は今
後の課題として残された． 
 
(4) 粘性および表面張力が浅水波近似に与
える影響を考察した．この場合，浅水波近似
は薄膜近似とも呼ばれる．斜面を下る液膜の
薄膜近似の正当性を与えることを念頭に置
き，Reynolds 数，斜面の傾斜角は小さいとい
う技術的な制限がつくものの，無次元化した
基礎方程式系の解に対して，液膜の厚みと代
表波長の比である無次元数に関する解の一
様評価を導出した． 
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