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研究成果の概要（和文）：本研究では，非線形な不等式制約の下で非線形関数を最大化するという整数計画問題に対し
，解の精度および計算時間に関する理論的な保証を与える近似解法を開発することを目指した．本研究の主結果として
，ナップサック制約の下で１つのM凹関数を最大化するという問題に対し，制約が複数個の場合でも，連続緩和アプロ
ーチを用いて任意の精度の近似解を多項式時間で求められることを示した．また，目的関数が２つのM凹関数の和の場
合には，ラグランジュ緩和アプローチを用いて任意の精度の近似解が得られることを示した．

研究成果の概要（英文）：In this research, we consider integer programming problems with nonlinear 
objective functions and nonlinear inequality constraints, and aimed at developing approximation 
algorithms with theoretical guarantee for quality of solutions and running times. As the main results of 
this research, we proposed an approximation algorithm for the maximization of M-concave function with 
multiple knapsack constraints, and showed that the proposed algorithm finds an approximate solution that 
is arbitrarily close to an optimal solution in polynomial time. The proposed algorithm is developed based 
on a continuous relaxation approach. We also consider the maximization of the sum of two M-concave 
functions, and showed that an approximate solution that is arbitrarily close to an optimal solution can 
be obtained in polynomial time by using a Lagrangian relaxation approach.

研究分野： 離散最適化

キーワード： 整数計画問題　非線形関数　アルゴリズム　離散最適化　離散凸解析
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
本研究では，非線形な不等式制約の下で，

非線形な関数を最大化する整数ベクトルを
求める，という形の非線形整数計画問題を扱
う．この問題は，数学的には次のように定式
化される． 
 
(NLIP) 最大化 f(x)    

条件: gi(x)≧bi (i=1,2,…,m),  

x は整数ベクトル 
 
ここで，f および各 gi は整数格子点上で定義
される非線形関数である． 
問題(NLIP)の応用例は，ロジスティクス，

生産計画，ファイナンスなど，多種多様であ
る．関数 f および gi が線形の場合である，
古典的な線形整数計画問題に比べ，問題
(NLIP)は現実問題をより正確にモデル化す
る能力が高く，適用範囲が広い．また，アル
ゴリズム技術の発展及びコンピュータの性
能向上により，(NLIP)が以前に比べて高速に
解けるようになり，利用頻度が高まっている．
これらの理由により，問題(NLIP)は現在大き
な注目を浴びている． 
 問題(NLIP)を解く上での一つの目標は，最
適解を厳密に求める効率的な解法（厳密解法)
の構築であり，これまで数多くの厳密解法が
提案されている．しかし，問題(NLIP)はＮＰ
困難，すなわち解を計算することが非常に困
難な問題である．従って，(NLIP)は極めて計
算困難な問題であり，それゆえに厳密解法は
解を求めるまでに長時間を必要とする，とい
う欠点がある． 
 問題(NLIP)を解く上でのもう一つの大き
な目標は，高精度の近似解を短時間で求める
解法（近似解法)の構築である．近似解法は良
質な近似解を，厳密解法に比べて非常に短い
時間で見つける．さらに，近似解法は，厳密
解法に組み込まれることにより，厳密解法の
計算時間を大幅に削減する．そのような近似
解法の代表例が RINS, diving heuristics, 
feasibility pump などである．しかし，これ
らの近似解法には，解の品質及び計算時間に
関して理論的な保証は何もない．実験的には
おおむね良い結果を示しているが，最悪の場
合，長時間の計算の後，低品質な解を出力す
る可能性がある． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究では，目的関数 f と制約を定める関

数 gi が共にＭ凹関数で与えられた非線形整
数計画問題(NLIP)(以下，(NLIP-MC))に対し，
解の品質及び計算時間に関する理論保証を
もつ近似解法の開発を行う．問題(NLIP-MC)
は(NLIP)の特殊ケースではあるが，十分に一
般的な問題である．  

問題(NLIP-MC)においては，f と gi がと
もにＭ凹関数という良い性質を有している
ものの，問題全体としては，(i) 関数の非線
形性，および(ii) 変数に関する分離不可能性，
という２つの理由により，近似精度を保証す
る多項式時間アルゴリズムの構築は容易で
はない．とくに理由(ii)のために，既存のアル
ゴ リ ズ ム で 使 わ れ た 技 法 を そ の ま ま
(NLIP-MC)に適用することは不可能である．
こ の 困 難 を 克 服 す べ く ， 本 研 究 で は
(NLIP-MC)の構造を数学的に明らかにする
と共に，問題を解くための新たなアルゴリズ
ム技法を提案する． 
 本研究で提案する近似解法では，解の品質
および計算時間に関して理論的な保証を与
える．このような理論保証は，既存研究では
殆どの場合において考慮されていない．数学
的に理論保証を与えることは，理論的な興味
に留まらず，アルゴリズムの利用者に安心を
与えるという意味で，実用的にも重要である． 
 本研究で扱うＭ凹関数は「各変数ごとに分
離不可能」という特徴をもつ．これは，既存
研究で扱われてきた線形関数や分離可能凹
関数に比べて非常に複雑な構造であるため，
既存のアルゴリズム技法をそのまま利用す
ることは不可能である．本研究では，「離散
凸解析」の研究で得られた数学的成果を利用
することにより，Ｍ凹関数のように複雑な構
造をもつ関数でも適用可能な新たなアルゴ
リズム技法を開発する． 
 問題(NLIP-MC)は数理経済学や組合せオ
ークションなどの様々な応用をもつことが
知られているが，とくに数理経済学における
「財の最適配分」という重要な応用例をもつ．
(NLIP-MC)に対する近似アルゴリズムを開
発することにより，組合せ最適化分野のみな
らず，数理経済学の分野への貢献も期待され
る． 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究課題の目的は，非線形整数計画問題

(NLIP-MC)に対して，解の品質及び計算時間
の両面で理論的な保証をもつ近似解法の開
発である．これには，組合せ論，整数計画，
連続最適化などの分野で培われた技術の利
用に加え，新たなアイディアが必要とされる．
本研究課題を成功に導くために，「連続緩和
に基づくアプローチ」，「ラグランジュ緩和を
用いたアプローチ」，の２つにより，アルゴ
リズムの開発を行う． 
平成 24，25 年度は「連続緩和アプローチ」

に基づくアルゴリズムの開発を進める．この
アプローチでは，①元の問題を解きやすい連
続最適化問題に緩和し，②緩和した問題の最
適解（実数ベクトル）を求め，③得られた実
数ベクトルを整数ベクトルに変換する，とい
う手順により近似解を求める．このアプロー
チの成功に向けての課題と解決方法は以下



の通りである． 
・ステップ①において，緩和問題として適

切な連続最適化問題を選ぶ必要がある．この
選択によって，最終的に得られるアルゴリズ
ムの解の品質と計算時間が大きく左右され
る．本研究では，「Ｍ凹関数は普通の凹関数
に拡張可能」という離散凸解析の成果を踏ま
えて，凸制約付き凹関数最大化問題として，
緩和問題を定める． 
・ステップ②において，緩和問題を解く効

率的なアルゴリズムを構築する．本研究で扱
う緩和問題は陰的(implicit)に与えられてお
り，多項式時間で解くことは容易ではない．
これを解決する一つの案として，楕円体法の
利用を検討する．楕円体法は，複雑な形の最
適化問題に対する多項式時間アルゴリズム
を構築する際にしばしば使われてきた一般
的な解法であり，申請者の過去の研究でも用
いられている．楕円体法においては，「分離
問題」と呼ばれる子問題の効率的なアルゴリ
ズムを構築することが重要であるが，Ｍ凹関
数の組合せ構造を上手に利用して，分離問題
の解法構築を試みる．  
・ステップ③において，得られた実数解を

「高品質」の整数ベクトルに変換する方法を
検討する必要がある．これには，緩和問題の
多面体的構造を調査する必要がある．もしも
緩和問題の実行可能解集合が良い構造をも
っている場合は，実数解の各成分を単純に整
数に丸めるだけで良い近似解が得られる可
能性が高い．そうでない場合は，近年アルゴ
リズム理論の分野で注目を浴びている「ラン
ダム丸め」という技法など，最新のアルゴリ
ズム技法の利用を検討する．  
平成 26, 27 年度は，もう一つのアプローチ

である，「ラグランジュ緩和を用いたアプロ
ーチ」に基づきアルゴリズム開発を進める． 
ラ グ ラ ン ジ ュ 緩 和 と は ， 元 の 問 題

(NLIP-MC)の不等式制約 gi(x)≧bi を除去す
る代わりに，解が不等式条件に違反している
場合にはペナルティとして，違反の程度に応
じて目的関数の値を減少させる，という緩和
手法である．ペナルティの値はあるパラメー
タにより決定されるが，このパラメータを適
切に設定することにより，元の問題の良い近
似解が入手できる． 
ラグランジュ緩和アプローチでは，パラメ

ータの設定方法が重要である．パラメータを
大きすぎる値に設定すると，得られる解は実
行可能解ではあるものの最適解からほど遠
くなり，一方，小さすぎる値にすると，得ら
れる解は最適解に近いものの実行可能では
なくなる．本研究では，パラメータ値をより
良いものへと繰り返し更新しながら，ラグラ
ンジュ緩和問題を繰り返し解き，より良い近
似解を求めるという手法について検討する．
また，パラメータ値を改善してもラグランジ
ュ緩和問題から得られる解の品質が改善さ
れない場合には，異なるパラメータ値に対す
るラグランジュ緩和問題の解を求めた後，そ

れらを上手に合成して良い近似解を作る手
法についても検討する．  

 
 
４．研究成果 
 
（１）ナップサック制約下での離散凹関数最
大化問題に対するアルゴリズムの研究 
 
 この研究では，ナップサック制約（費用制
約）の下で，粗代替性をもつ効用関数を最大
化する問題を扱った．この問題は，数理経済
学における交換経済や，ゲーム理論における
組合せオークションのような応用において
現れる．研究代表者の過去の研究では，この
問題に対して，任意の近似精度の解を多項式
時間で求める，多項式時間近似スキーム
（PTAS）を提案した．本研究ではこの研究成
果をさらに発展させて，より一般的な問題で
ある，複数のナップサック制約の下で M凹関
数を最大化するという問題についても PTAS
が存在することを示した． 
この PTAS では，まず元の離散的な問題を

実数変数に関する連続的な問題へと緩和し，
その最適解を求め，それを使うことによって
元の問題の近似解を求めるという，連続緩和
アプローチを利用した．連続的な問題へ緩和
する際には，目的関数である M凹関数が連続
的な凹関数に拡張可能であるという事実を
用いた．さらに，この凹関数の関数値が（ほ
ぼ）正確に多項式時間で計算できること，お
よび各点での劣勾配が計算できることを証
明した．この証明では，離散凸解析の理論に
おける，M 凹関数と L 凹関数の共役性が鍵と
なっている．これらの事実と，楕円体法と呼
ばれる汎用的なアルゴリズムを組み合わせ
ることにより，連続緩和問題の最適解を多項
式時間で求められることを示した．また，連
続緩和問題の最適解から元の問題の近似解
を計算する際には，緩和問題の最適解として，
端点最適解を使う，と言うアイディアを利用
した．そのような端点最適解は整数解とは限
らないが，非常に多くの成分が整数値を取る
ことを証明した．これにより，端点最適解を
適当な方法で整数ベクトルに丸めると，十分
良い精度の近似解が得られることがわかっ
た． 
 本研究ではまた，ナップサック制約の下で，
2 つの M 凹関数の和を最大化するという問題
についても扱った．2 つの M 凹関数の和で表
現できる関数のクラスは，M 凹関数のクラス
より広いため，求解がより困難な問題という
ことになる．この問題に対しては連続緩和ア
プローチの適用は難しいため，ラグランジュ
緩和によるアプローチを用いた．ラグランジ
ュ緩和問題を利用することにより，目的関数
値が十分大きいが，制約を若干違反している
解，および目的関数が若干小さいが，制約を
満たしている解の２つを求めることができ
るが，これらの解を利用して，元の問題の良



質な近似解を求める．目的関数の非線形性に
より，上記の２つの解から如何にして良い近
似解を得るか，というところで困難が生じた
が，離散凸解析における過去の研究結果をう
まく利用することにより，良い近似解を得る
ことに成功した． 
 本研究成果は非常に高く評価され，最適化
分野においてトップクラスの国際論文誌で
ある Mathematics of Operations Research 
誌に掲載された． 
 
 
（２）財の最適配分問題に対するアルゴリズ
ムの研究 
 
 オークションなどで現れる財の配分問題
では，均衡配分を求めることが目的である．
この問題は，財の分割の中で効用関数の値の
和を最大化する問題と等価であることが知
られている．本研究では，効用関数が粗代替
性という自然な性質を満たす場合において，
この問題が効率的に解けることを示した．提
案アルゴリズムは，効用関数の粗代替性が離
散凸解析における M 凹性と等価であること，
および離散凸解析における双対性を利用し
たものとなっている． 
 本研究ではまず，財の均衡配分を求める問
題を，財の均衡価格を求める問題に置き換え
てアルゴリズムの開発を進めた．財の均衡価
格が与えられたとき，その情報を用いること
で財の均衡配分が（比較的）容易に計算でき
ることが知られていた．これら 2つの問題を
離散凸解析の観点から理解を行い，財の均衡
配分を求める問題がM凹関数の最大化に対応
し，財の均衡価格を求める問題が L凸関数の
最小化問題に対応し，それらの問題が双対の
関係にあることを明らかにした．この理解に
より，財の均衡配分・均衡価格を求める問題
に対し，離散凸解析のこれまでの研究成果が
利用可能であることがわかった．とくに，財
の均衡価格を求める問題に対しては，数理経
済学の分野において「繰り返しオークショ
ン」と呼ばれるアルゴリズムが提案されてい
たが，これは離散凸解析における L凸関数最
小化の最急降下法に一致することがわかっ
た．この関係を利用して，本研究ではさらに
新たな繰り返しオークションの開発を行い，
解の変化がほぼ単調という，オークションの
観点から望ましい性質を満たすアルゴリズ
ムを提案した． 
また，L 凸性を利用することにより，繰り

返しオークションの厳密な反復回数を示す
ことに成功した．反復回数の解析においては，
アルゴリズムの各反復において，現在の解が
均衡解への距離を１ずつ減らすように近づ
くことを示した．このことより，アルゴリズ
ムの反復回数は初期解と出力される均衡解
の距離に等しいことがわかり，またアルゴリ
ズム中での解の軌道は均衡解への最短路を
たどっていることが示された． 
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