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研究成果の概要（和文）：密度比とは，確率密度関数の比として定義される関数である．２つのデータドメインの間の
マッチングを行う場合などに有用である．重要な応用例としては，共変量シフトの下での回帰分析や判別分析，統計的
仮説検定，次元削減などが挙げられる．本研究課題では，高次元大規模データ解析への応用を念頭に置き，密度比の統
計的な推定精度を向上させるための方法について研究を進めた．さらに，確率分布間の距離を表すダイバージェンスと
の関連について研究を進めた．多くの推定アルゴリズムはダイバージェンスを用いて記述することができる．その統計
的な有用性について，とくに回帰分析とロバスト統計の視点から，密度比との関連を考察した．

研究成果の概要（英文）：Density ratio is defined as the ratio of two probability densities. That is very 
useful when two distinct data domains are compared. Important applications of the density ratio includes 
regression analysis and classification problems under covariate shift, statistical test, and dimension 
reduction. In this study, we developed methods to improve the statistical accuracy and computational 
efficiency of density ratio estimation. Moreover, we studied the relation between density ration and 
statistical divergences which is regarded as a discrepancy measure between two probability distributions. 
Statistical usefulness of the divergence is considered from the view point of the density ratio.

研究分野： 機械学習

キーワード： 数理統計学　機械学習

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
２つの確率密度関数の比を密度比とよぶ．数
理統計学や機械学習におけるさまざまな問
題が，データから密度比を推定することに帰
着される． 
密度比推定として定式化される問題として，
例えば，学習データとテストデータの分布が
異なる状況のもとでの統計的学習(共変量シ
フトの下での学習)，外れ値検出，特徴量選択
などが挙げられる．それぞれの定式化は以下
のようになる． 
共変量シフトでは，おもに回帰分析の問題を
考える．独立変数の分布が，学習データとテ
ストデータで異なるとき，通常の最小２乗法
だと推定量に大きなバイアスが生じ，適切に
予測を行うことができない．そこで分布の違
いを，学習データの分布とテストデータの分
布の比によって表し，学習データを適切に重
み付けすることで，バイアスを補正すること
ができる． 
外れ値検出では，外れ値が混入していないこ
とが保証されているデータと，外れ値が混入
している可能性があるデータについて，それ
ぞれの分布から定義される密度比を用いて，
外れ値の特徴を抽出する．これにより，将来
得られるデータが外れ値かどうかをオンラ
イン処理により判定することを目指す． 
特徴量選択では，予測のために重要な変数を
抽出することを目指す．このために，情報理
論で用いられる相互情報量や，これに類似の
情報量尺度を用いて，独立変数のセットと従
属変数の相関を計測する．これらの情報量尺
度の計算において，データが相関している場
合と独立な場合のそれぞれの分布から定義
される密度比が現れる．データから密度比を
通して情報量尺度を推定し，特徴量選択を行
う手法が考案され，研究が進められている． 
一方で密度比推定は，伝統的な統計学におい
て，カーネル密度推定の密度比への拡張や，
ケース・コントロールスタディなどへの応用
などの話題が，散発的に研究されてきた．こ
れらの知見は重要であるが，データ解析の基
盤技術としての密度比推定という視点には
至っていない．統計学や情報理論の分野では，
それぞれ固有の問題と関連して，個別に密度
比推定の研究が進められてきたという背景
がある． 
最近になり，とくに機械学習の分野において，
密度比の重要性が認識され，密度比を用いた
統計的推論の応用分野が爆発的に拡大して
いる．上記に示した研究の背景や進捗状況を
踏まえ，本研究では密度比推定の理論的基礎
をさらに充実させ，大規模データへの適用を
念頭に置いて，効率的な計算アルゴリズムを
開発することを目標とする．さらに密度比推
定の新たな応用を創成することを目指す． 
本研究の研究代表者はこれまで，共同研究者
らと密度比推定のための計算アルゴリズム
などを提案してきた．密度比は確率密度の比
であるので，分子と分母の確率密度をそれぞ

れデータから推定し，それらの比をとるとい
う素朴な推定法が考えられる．しかし，これ
では全く信頼性のない推定量になってしま
うことが，実用上指摘されている．推定量の
統計的な信頼性を改善するために，本研究の
研究代表者らは，最小２乗法を用いて，デー
タから密度比を直接推定する方法を提案し
た．通常の回帰分析とは異なり，密度比推定
では出力データに対応するデータが存在し
ないにも関わらず，最小２乗法が有効に働く
点が極めてユニークである．この研究は大い
に注目を集め，機械学習におけるトップ国際
会議にアクセプトされ，さらにトップジャー
ナルに掲載された．また，発表当初からよく
引用されていることが確認できる．提案手法
はおもにパラメトリックモデルに基づく手
法であり，今後，より複雑で大規模なデータ
解析への応用を念頭に置いて研究を進展さ
せる必要があると考え，本研究課題を提案し
た． 
 
２．研究の目的 
研究の背景とこれまでの研究成果を踏まえ
て，本研究課題の目的を以下のように定め，
研究を推進する． 
(1) いままで提案された手法では対処できな
いような，複雑なデータや問題設定に対応す
るために，パラメトリック推定法だけでなく，
密度比のセミパラメリック推定法やノンパ
ラメリック推定法を提案する．セミパラメリ
ック推定は，統計モデルが無限次元の未知パ
ラメータを含むが，興味のあるパラメータは
有限個という設定である．密度比推定におい
ては，密度比の値が大きく異なる部分空間を
推定する，などの問題がセミパラメリック推
定として定式化される．またノンパラメリッ
ク推定は，無限次元の未知パラメータを推定
する推定手法である．もし高精度のノンパラ
メトリック推定が可能になれば，柔軟で高精
度な推論が可能になる．  
(2) 高次元小標本データから精度よく密度比
を推定するためのスパース推定法を開発す
る．高次元データの密度比を推定するために，
高次元の基底関数をもつ統計モデルを仮定
する．一方で，小標本データに対処するため
に，数多くの基底関数のなかから，重要な基
底関数を適応的に選択する必要がある．この
ような推定パラダイムを総称してスパース
学習などとよぶ．このような考え方は，情報
理論では compressed sensing という名称
で近年爆発的に重要性が増している．スパー
ス学習の考え方を密度比推定に導入し，現代
の大規模高次元データを高い信頼性で処理
するための統計手法を開発することが必須
の課題である． 
(3) 統計的ノイズに強い計算アルゴリズムを
開発する．現在，数理最適化の分野の進展が
著しい．最適化の分野で開発されたさまざま
な計算・最適化手法を機械学習のアルゴリズ
ムに応用することで，推定における計算性能



が向上することが期待される．しかしその際，
単に最適化の手法を統計に応用すればよい
というものではない．データにはランダムネ
スが含まれることを考慮した上で，統計的ノ
イズ対してロバストであるような計算アル
ゴリズムを設計する必要がある． 
 
３．研究の方法 
本研究の初年度では，主に密度比推定の統計
的性質の解明に重点をおく．とくに研究目標
の (1), (2) について，いままでに得られて
いる成果を進展させる形で研究を進める． 
(1)の研究計画： 
さまざまな推定法の基礎となるパラメトリ
ックモデルのもとでの密度比推定について，
理論的基盤を築く．そこで得られた知見に基
づいて，より複雑で現実的な問題設定，すな
わち，密度比のセミパラメトリック推定やノ
ンパラメトリック推定などの研究テーマに
打ち込む． 
密度比推定の統計的性質をより深く正確に
理解するため，まず最初に密度比のパラメト
リック推定に対して，クラメール・ラオ不等
式に対応するような基本的な推定限界を導
出することを目指す．さらに，漸近理論や高
次漸近理論の建設について検討する．密度比
のパラメトリック推定における2次漸近有効
な推定量の構成まで到達できれば，一定の成
果を得たと言えるであろう． 
さらに，密度比のセミパラメトリック推定へ
研究を進める．この問題は確率分布の推定に
おけるセミパラメトリック推定の一種とし
て解釈できる可能性がある．しかし密度比推
定のセミパラメトリック推定を新しい統計
的問題として定式化することは，応用の可能
性を広げるものと考える．密度比の次元削減
問題やダイバージェンス推定問題を密度比
のセミパラメトリック推定の視点から捉え，
信頼性の高い推定量を提案する．さらに密度
比のセミパラメトリック推定の理論基盤を
築く．例えば，通常のセミパラメトリック推
定における有効スコアに対応する推定量を
密度比に対して考察する．これらの研究を通
して，密度比のセミパラメトリック推定に対
する理解を深める．さらに応用からのフィー
ドバックを取り入れることで，新たな理論構
築への方向性を探る． 
有限次元のパラメトリックモデルを仮定せ
ず，観測データに依存して適応的に基底関数
やモデルを定めて推定する方法を，ノンパラ
メトリック推定とよぶ．主に機械学習の分野
でさかんに研究が進められている，再生核ヒ
ルベルト空間に付随するカーネル関数を用
いた推定法は，効率的な計算アルゴリズムが
存在するなど，実用上非常に有用であること
が知られている．密度比推定に対しても，再
生核ヒルベルト空間を用いる推定量を自然
に導出することができると考えられる．さら
にその推定精度や正則化項の適切な決め方
について，理論的な考察を行う．ノンパラメ

トリック推定法は，どのようなデータに対し
ても大抵は適用可能で，一応の解析結果を与
える．しかし，得られた結果に対する統計的
な信頼性を評価する上で，理論的な考察は欠
かすことはできない．近年発展しているカバ
リング・ナンバーやカーネル関数のスペクト
ルを用いる理論的な方法によって，再生核ヒ
ルベルト空間をモデルとするノンパラメト
リック推定法に対して精度保証を与えるこ
とが可能である．密度比の推定に対しても同
様のアプローチが有効であると考え，研究を
進める． 
(2)の研究計画： 
高次元小標本データは近年爆発的に研究が
進展している．例えば線形回帰分析では，L1
正則化項を用いて変数選択を行う LASSO な
どの推定法などが代表的である．密度比推定
においても高次元小標本データにおける変
数選択は重要である．これは(1)におけるセ
ミパラメトリック推定として定式化するこ
とも可能と考えられるが，通常の統計的漸近
理論の枠組の外にある統計的問題と捉える
ことが肝心である．なぜなら，高次元データ
から小数の特徴量を選択する問題では，スパ
ース性のパターンに対する統計的一致性の
問題など，特有の問題が設定されるためであ
る．密度比推定に対して，近年のスパース学
習などの知見を取り入れながら，高次元小標
本データに対する密度比推定の変数選択問
題や，基底関数選択に対するスパース・パタ
ーンの統計的一致性の問題に取り組む． 
また判別分析の問題では，入力 xに対する出
力yの条件付き確率の推定可能性とスパース
性との関連が議論されている．推定結果がス
パースになりすぎる推定量では，推定不可能
となる確率値が存在する．例えばサポートベ
クトルマシンでは，推定結果が非常にスパー
スになるため確率値が 0.5 に等しくなるか
どうかのみ，推定が可能になる．出力の予測
を行うだけなら条件付き確率が 0.5 以上か
以下かが分かれば十分なので，サポートベク
トルマシンは有力な判別アルゴリズムとし
てその地位を築いている．このようなスパー
ス性と推定可能性とのトレードオフを，密度
比推定に対して理論的に定量化する．これに
より「知りたいこと」と「用いるべき推定法」
との間の関係が直接的に与えられることに
なる．これは，応用に大きなインパクトを与
える研究成果となることが予想される． 
本研究の２年目以降は，研究目標の (1), (2) 
から(3)計算アルゴリズムの開発へと重点を
移行しつつ研究を進める．大規模データに対
応可能な，効率的な計算アルゴリズムの開発
を進める．さらに統計解析言語Ｒを用いたソ
フトウェア開発を進める．これを通して密度
比推定の応用の可能性を広げ，密度比推定に
関して理論サイドに求められる，新しい研究
テーマの発掘を目指す．(3)の研究計画：推
定量を提案することができても，効率的に計
算できなければ，%結果が得られないようで



は，広く応用されるような知的技術にはなり
にくい．最新の数値計算技術を取り入れるこ
とを前提として，密度比の推定アルゴリズム
を設計する．最適化の分野でも近年，確率最
適化やロバスト最適化などの定式化により，
データにノイズが含まれていることを前提
とした問題を取り扱うことが増えてきてい
る．例えば，確率最適化やロバスト最適化な
どは，データのランダムネスを考慮した最適
化手法として理論的にも応用面でも発展し
ている．これらの研究で得られている知見を
積極的に取り入れ，密度比の効率的な計算ア
ルゴリズムを提案する．さらに統計解析言語
Ｒを用いてアルゴリズムの実装を行い，ライ
ブラリとして公開する．効率的な計算を実現
するために，現代のマルチコア CPU に対応し
た並列処理を積極的に利用する計算アルゴ
リズムを提案することを目指す． 
 
４．研究成果 
 
初年度，当初の研究計画では，密度比のパラ
メトリック推定だけでなく，セミパラメトリ
ック推定についても研究を進める予定であ
った．また，新たに提案されたパラダイムで
ある密度差についても，積極的に研究を進め
ることを計画していた．実際には，密度比と
密度差の推定をスコアに基づいて行う方法
に関する研究が急速に進展し，そちらを重点
的に進めることとなった．具体的には，密度
比と密度差の推定量の性質の違いについて，
ロバスト統計の観点から研究を進めた．さら
に密度比推定の安定化のための推定法につ
いて考察を進めた．この結果，密度比と密度
差の両方に関して，安定して推定を行うため
の方法を提案することができた．さらに密度
差に対するバイアス補正推定量を提案した．
以上の結果は，実際のデータ解析を行う上で
非常に重要である．スコアに基づく方法は，
さまざまなデータ解析に対して応用可能な
汎用的手法であり，統計的決定論の立場から
密度比や密度差の推定を考える上で基本的
なツールとなり得る．したがって，スコアを
用いた統計的推論という視点からの研究は，
既存の統計的手法を拡張するための理論的
基盤として，今後の進展が大いに期待される．
さらに当該年度は，密度比の半教師付き学習
への応用においても研究成果を得ることが
できた．これにより，さらに密度比の応用が
広がったことになる．以上を鑑みると，当初
の研究計画に完全に沿ってはいないが，内容
としては，理論サイドから極めてインパクト
のある研究成果を得ている．今後，スコアを
用いたパラメトリック密度比推定や密度差
推定の枠組を理論的に拡張し，推定の安定性
や精度の向上を目指すことになる．さらに，
セミパラメトリック推定への展開について
も考察を深め，実践的統計手法の開発に本格
的に着手することを計画している．当該年度
は，そのための基盤を腱固に構築することが

できたと，高く評価するものである．  
２年目以降は特に，高次元大規模データ解析
への応用を念頭に置きつつ，密度比推定にお
いて自然に導入される制約式に着目し，統計
的な推定精度を向上させるための方法につ
いて研究を進めた．その成果は，T. D. Nguyen, 
et al., "Constrained Least-Squares 
Density-Difference Estimation" と し て
IEICE Transactions on Information and 
Systems から査読有り論文として出版され
ている．さらに，数理統計学における重要な
概念であるダイバージェンスの研究を進め
た．ダイバージェンスは関数空間上の距離を
拡張した概念であり，多くの推定アルゴリズ
ムはダイバージェンスを用いて記述するこ
とができる．Bernoulli に掲載された査読有
り 論 文 ， T. Kanamori and H. 
Fujisawa,"Affine Invariant Divergences 
associated with Proper Composite Scoring 
Rules and their Applications"では，とく
にデータ変換に対する不変性の概念から出
発し，いままで提案された推定量をまったく
新しい方向に拡張するようなダイバージェ
ンスのクラスを導出した．その統計的な有用
性について，とくに回帰分析とロバスト統計
の視点から考察した．提案したダイバージェ
ンスは密度比推定においても重要な役割を
果たすことが予想される． 
更に本研究課題の最終年度において，いくつ
かの進展がみられた．これまでの成果を踏ま
え，本年度は特に離散確率分布に着目し，デ
ータから分布を推定するための方法を提案
した．この方法では，経験分布による局所化
という新しい分布の変換法を提案し，計算効
率を大幅に向上させることに成功した．さら
に斉次ダイバージェンスとよばれる相対不
変性を満たすダイバージェンスを用いるこ
とで，正規化定数の計算が不要になり，大規
模モデルに適用することが可能になる．提案
した統計手法が優れた精度と計算効率を達
成することを，理論的，数値的に確認した．
経験分布による局所化では，通常の統計モデ
ルと経験分布から定義される密度比に関連
する分布を新たな統計モデルとみなし，統計
的推論に応用する．この研究成果は，論文 
Takenouchi T, Kanamori T., "Empirical 
Localization of Homogeneous Divergences 
on Discrete Sample Spaces." としてまとめ
られ，国際会議 NIPS 2015 の場でポスター
＆スポットライトとして発表された．関連し
て，ロバスト推定を行うための統計的手法に
ついて考察し，研究成果を数本の論文にまと
めた． 
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