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研究成果の概要（和文）：ランダム効果モデルについて、カルバックライブラー擬距離に基づく予測分布のリスクの、
最大対数尤度によるナイーブな推定量のバイアスの漸近展開公式をラプラス近似手法を用いて導出した。標本数を大き
くするときの誤差項のオーダーは未知母数に関して一様であることを示し、バイアスを標本数の逆数のオーダーまで修
正した変数選択規準を導出した。
ランダム係数が２個の場合の線形混合モデルの最尤推定量を導出し、予測分布のリスクを独立な３つのベータ変量のあ
る関数の期待値として記述し、ラプラス近似の見通しを得たが、誤差項のオーダーの未知母数に関する一様性に関する
問題は未解決である。

研究成果の概要（英文）：We derived an asymptotic expansion formula of the bias of the naive estimator by 
the maximum log-likelihood function for the risk of the predicted distribution based on Kullback-Leibler 
divergence for a random coefficient model with using the Laplace's method. We prove that the order of the 
error term of this approximation formula is uniform with respect to the unknown parameters. We proposed a 
bias-modified AIC criterion of which the order of bias is o(1/n) where n is the sample size.
We also treated a mixed effects model with two random coefficients. the maximum likelihood estimators of 
the unknown parameters are derived. We represent the bias of the predicted distribution so that we can 
apply the Laplace's method. However, it is not clear whether the order of the error term is uniform with 
respect to the unknown parameters.

研究分野： 数理統計学

キーワード： 経時データ　ランダム係数　ラプラス近似　変数選択　AIC
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１． 研究開始当初の背景 
 

 経時測定データとは、興味の対象である目
的変数 yijと、目的変数に影響を与えると考え
られる共変量ベクトル xijからなる。ここで、
iは個体番号を表わし、jは測定時点を表わす。
このようなデータの基本的な解析手法は回
帰分析であり、回帰モデル 
 

Yij = αi + xij’β+ εij (i=1,…,n; j=1,…,p) 
 

を仮定して、データから未知母数α、βを推
定することにより、共変量の与える影響を分
析する。εij は誤差を表わす平均 0 の確率変
数であり、典型的な分析では正規分布が仮定
される。αiは個体 i 固有のパラメータである
が、分析の本来の目的は個体が抽出された大
きな母集団における目的変量と共変量との
関連性を明らかにすることである。αiを個体
に応じて変動する確率変数として扱うモデ
ル 

Yij = Ai + xij’β+εij 

 
をランダム効果モデルと呼ぶ。ここで、Aiは
平均α、分散τ2 を持つ確率変数であり。こ
の項によって、Yi1, …, Yim間の相関が表現さ
れる。回帰係数ベクトルの成分の一部も個体
に応じて変動する確率変数と扱うモデルを
線形混合モデルと呼ぶ。また、回帰モデルは、
目的変量の期待値を説明変数の一次式で表
現するモデルであるが、目的変量の期待値の
関数を目的変数の一次式で表現するモデル
を、一般化線形モデルと呼び、一般化線形モ
デルの切片項や回帰係数の一部を確率変数
として扱うモデルを一般化線形混合モデル
と呼ぶ。 
 変数選択問題とは、共変量の候補として、
X1,…, Xkがあるとき、この中からどれをモデ
ルに組み込むかという問題である。AIC(赤池
情報量規準)は、変数選択問題において、広く
用いられている方法であり、データから得ら
れる未知母数の推定量を用いた予測分布の
カルバックライブラー擬距離に基づくリス
クの推定量である。共変量の候補から変数を
取捨選択して得られる各モデルの AIC の値
を計算し、AIC が最小となるモデルを選択す
ることで、共変量の組み合わせを決定する方
法であるが、ランダム効果モデルや線形混合
モデルでは未知母数の最尤推定値が母数空
間の境界上に現れる場合があり、このとき、
AIC は、リスクの推定量としては偏った推定
量となってしまう。 
 申請者は、指導大学院生とともに、パラレ
ルプロファイルモデルにおいて、ランダム効
果を導入することで得られる、ある共分散構
造の仮説検定問題において、検定統計量の分
布の近似公式の導出に取り組んだが、そこで
用いた近似手法が、線形混合モデルのリスク
評価に利用できると考え、本研究を立案した。 
 

２． 研究の目的 
 
 本研究では、(１)ランダム効果モデル、線
形混合モデル、一般化線形混合モデルにおけ
るモデル選択規準の改良および、新たな選択
規準の構築と、（２）一般化推定方程式にお
けるモデル選択規準の構築を目指した。 
 
３．研究の方法 
 
 各モデルに関して、（１）最尤推定量の導
出、（２）最大対数尤度によるリスク推定量
のバイアス評価、（３）バイアス補正の順に
研究を進めることとした。 
（１） ランダム係数の導入によって、母数

間に不等式制約が課せられるが、不等式
制約がない場合の最尤推定値が、不等式
制約を満たしていない場合、母数空間の
境界上で、尤度の最大化を行った。 

（２） ランダム効果モデルや線形混合モ
デルでは、バイアスがベータ分布に関す
る、ある関数の制限した領域での期待値
と表現される。ベータ分布の自由度が標
本数とともに増加する状況であるので、
ラプラス近似の手法を利用して、バイア
スの近似公式を導出した。 

（３） （２）で得られた近似公式と、不等
式制約の閾値をずらして得られる、定義
関数の期待値の展開式と比較しながら、
バイアス補正を試みた。 

 
４．研究成果 
 
（１） ランダム効果モデルの変数選択規準

の導出 
 
① 漸近バイアス 
 
多標本の成長曲線モデルで、測定時点に関

する多項式回帰を想定したモデルで、個体に
関する観測ベクトルの相関構造が、ランダム
効果の分散のみで決まるモデルを扱った。回
帰係数ベクトルの最尤推定量は、通常の最小
２乗推定量となる。目的変量ベクトルの分散
共分散行列は一様相関構造をもち、二つのパ
ラメータσ2とλ2によって表される。ランダ
ム効果由来のパラメータであることから、 
λ2≧σ2 という制約条件が課せられる。説明
変数行列をうまく直交化すると、残差平方和
は、偏回帰係数ベクトルに関する偏差平方和
S1と、線形回帰式の切片項に関する残差平方
和 S2に分解することができる。p を観測時点
数とすると、λ 2、σ 2 の最尤推定値は、
S1>(p-1)S2 のとき、母数空間の境界(λ2=σ2)
上に値を取る。最大対数尤度のリスクの推定
量としてのバイアスは、ベータ分布に従う確
率変数 Bとρ=λ2/σ2の関数 G(B,ρ)の、B>c 
なる領域での期待値を用いて表わされる。c 
は未知母数ρの関数である。ベータ分布の確
率密度関数は nを標本数として、 



exp(n F(b) )g(b)の形で表わされるので、ラ
プラスの近似手法を用いて 
 

∫c
1exp(n F(b))g(b)G(b,ρ)db 

 
の n→∞のときの漸近展開を導出すればバイ
アスを評価できる。ラプラス近似は、通常、
F(b)の最大化点 b0が、積分区間の内点である
ことを仮定しているが、本研究においては、
ρ= 1、すなわち、ランダム効果の分散が 0
である場合には、c = b0となり、ρ> 1 の場
合には、c < b0となる。ラプラスの近似手法
を検討した結果、最大化点 b0が積分区間の端
点である場合には、積分の極限は、最大化点
が内点である場合の丁度半分であることが
わかる。したがってバイアスの極限は、ρ> 1 
の場合、ρの値によらず未知母数の個数の-
２倍、すなわち、従来のAICと同じ値となり、
ρ= 1 の場合には、-２×（未知母数の個数- 1）
となることがわかった。 
 
②剰余項のオーダーと漸近展開近似 
 
 ①で導出した、漸近バイアスはρ= 0 で不
連続であるが、リスクそのものはρの連続関
数であるから、近似公式もρの連続関数であ
るべきである。ラプラス近似の誤差項を詳し
く調べた結果、近似誤差の 0への収束の速さ
には、ρの値が関係しており、ρが 0に近い
程、収束が遅くなっていることがわかった。 
ラプラス近似の誤差は、前述の積分において、
被積分関数を b=b0 の周りでテーラー展開し
たときの剰余項と、変数変換後の積分区間が、
n の増加とともに広がっているものを無限区
間に置き換えることによって生じる、外側の
積分値の二つからなる。誤差の収束が遅くな
るのは、ρが 0に近いほど、積分区間の食い
違いが大きくなるためである。積分区間を広
げずに、標準正規分布関数を用いて積分値を
評価することで、バイアスをρの連続関数と
して表現することができた。また、被積分関
数のテーラー展開を高次まで計算すること
で、バイアスの漸近展開近似が得られた。 
 
③バイアス補正 
 
 最尤推定量が母数空間上の境界上に値を
とる確率 P(S1>(p-1)S2) は、ラプラス法を用
いて近似計算すると、②の積分値と漸近的に
同等であることが分かった。したがって、通
常の AIC から、不等式 S1>(p-1)S2の定義関数
の２倍を減ずることで、リスクの漸近不偏推
定量が得られ、バイアスのオーダーはρに関
して一様に O(n-1/2)であることが分かった。
通常の AIC では、バイアスのオーダーは 
O(n-1)であるが、バイアスは n-1/2のべきで展
開されるため、n がそれほど大きくない場合
には、その影響が無視できない。S1>(p-1)S2

の定義関数と、S1、S2 の関数の組み合わせだ
けでは、高次のバイアスを推定することはで

きないが、不等式を、S1/S2>(p-1)+a n
-1 と少

しだけずらした定義関数を利用することで、
O(n-1)までバイアスを修正することができた。
本研究成果については、論文執筆中である。 
 
（２） 線形混合モデルの変数選択規準 
 
 線形混合モデルとして、経時測定データの
多項式回帰モデルで、切片項と１次の係数を
個体変動を表わす確率変数としたモデルを
扱った。説明変数行列を直交化してパラメー
タ変換することで、目的変量ベクトルの分散
共分散行列は観測誤差の分散σ2と、２次元ラ
ンダム係数ベクトルの分散共分散Ξによっ
て表わされる。 
 
①最尤推定量 
 
回帰係数ベクトルの最尤推定量は混合効

果モデルと同様に、最小２乗推定量と一致す
る。ランダム効果の平均ベクトルに関する２
次の平方和積和行列を S1、多項式の２次以上
の係数ベクトルに関わる平方和を s2 とする
と、S1の固有値 l1、l2と s2に関する領域 
A1：s2<(p-2)l2、A2：(p-2)l2≦ s2<(p-1)l1-l2、
A3：(p-1)l1-l2≦s2 ごとに、σ2 とΞの最尤推
定値が異なる表現を持つ。領域 A1ではΞは正
定値行列、領域 A2では階数１の非負定値行列、
領域 A3ではゼロ行列として推定される。 
 
②リスクの漸近展開近似 
 
 S2をバートレット分解し、うまく変数変換
することで、予測分布のカルバックライブラ
ー擬距離に基づくリスクは、３つの独立なカ
イ２乗変数の、①で導出した領域 A1、A2、A3

に対応する領域上の、ある関数の期待値とし
て表現される。混合効果モデルで用いたラプ
ラス近似の手法を、多次元に拡張することで、
リスクの漸近展開近似を導出できることが
分かったが、近似誤差のオーダーが、母集団
パラメータΞに依存する可能性が出てきた。
Ξの固有値が重根である場合、l1、l2 が、前
述のベータ変量の関数として、密度関数の最
大化点の近傍でテーラー展開可能でないか
らである。リスクを表現する関数自体は、テ
ーラー展開可能であるかも知れず、この点は
検討中である。 
 
③ランダム係数の個数が３個以上の場合 
 
ランダム係数の個数が q個の場合は、前述

の平方和積和行列が q×q 行列となり、その
q 個の固有値を用いて、統計量の領域が q+1
に分割られ、それぞれの領域で、Ξの推定値
が、異なる階数の行列として推定される。Ξ
の固有値が重根を持たない場合には、上記と
同様にラプラス近似を利用できると予想さ
れるが、領域ごとに積分をとるべき関数が陽
に表現されないため、陰関数の定理を利用す



る必要がある。リスクの評価、バイアス補正
を含め、今後の課題である。 
 
（３）一般化線形混合モデルの変数選択規準 
 
 ロジスティック回帰において、線形予測子
の切片項を確率変数とする場合にすいて検
討した。切片項の分布として、ブリッジ分布
と呼ばれる分布を想定すると目的変量の周
辺分布もロジスティック回帰モデルとなる
が、目的変量全体の同時分布が陽に表現され
ないため、最尤推定量の導出が困難である。
リスク評価の見通しはたっていない。 
 
（４）その他関連する研究成果 
 
① ランダム係数を含まない通常の一般化
線形モデルの変数選択規準について、高次ま
でのバイアス補正を行った。一般に、AIC 等
の高次のバイアス補正は、スコア統計量の高
次モーメントの評価が必要であるが、一般化
線形モデルについては、指数型分布族を定義
する関数の微係数を用いて補正できること
がわかった。 
 
② 構造方程式モデルにおいて、共分散行列
の縮小推定量を導出するときの、縮小パラメ
ータの選択方法として、一般化情報量規準
(GIC)を最小化する方法を提案した。 
 
③ モデル選択規準については、リスクの推
定とともに、真のモデルの選択確率が重要な
指標である。多変量線形回帰モデルにおいて、
AIC が一致性を持つための十分条件を導出し
た。 
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