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研究成果の概要（和文）：本研究では、脳波および脳血流動態の分析に基づき、KETpicによる高品質な描画を高等数学
教育の教材で用いることによる効果を客観的に評価し、効果的な授業設計に生かすための知見を得ることを目指した。
主に脳内の腑活機序の追跡によって、思考活動の種類や進展を把握できる可能性を明らかにし、それに基づいて、三角
関数のグラフや空間曲面の形状を把握する上での学習者の脳機能について、いくつかの重要な知見を得ることができた
。この結果は、実験授業の実施とその状況に関する統計的な分析の結果と整合的である。加えて、高品質な描画をする
ための今後有望な手段として、動的幾何ソフトとの連携によるパッケージの開発を開始した。

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research is to estimate the effect of using high-quality 
graphics generated with KETpic software through the analysis on the brain wave and brain blood flow of 
students. As a result, it has turned out that the kinds and progress of students' reasoning process can 
be detected mainly by tracing the brain activation mechanism through NIRS measurement. Based on this 
knowledge, we have executed many measurements using NIRS. We obtained important knowledges about the 
students' brain activities when they understand the shape of graphs of trigonometric functions or 
surfaces in 3d space. These knowledges are consistent with the result of statistical analysis on the 
students' outputs in real classroom. Combined with the use of dynamic geometry software, KETpic should 
become powerful tool to make the effective classroom design possible.

研究分野： 数学教育

キーワード： 数学教材中の図　KETpic　脳内賦活機序　曲面の形状把握　三角関数のグラフ描画　作業記憶　動的幾
何ソフト
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１． 研究開始当初の背景 
高専・大学初年級で数学の教材作成手段の主
流となっている LaTeX は、数式表現に強い
一方で状況に応じた適切な挿図が難しく、学
生の図形理解力低下が目立つ近年、大きな問
題となりつつあった。このため我々は、数式
処理システム（CAS）の LaTeX 挿図用マク
ロパッケージ KETpic を開発した。それまで
の研究で、KETpic による描画が及ぼす教育
効果を調査するため、微分積分・線形代数に
関して KETpic による図入り教材をもとに
した少人数の実験授業を実施し、学習・思考
過程に効果があることを確認してきたが、一
方で、その効果は、学生の生得的な空間把握
力や授業へのニーズ、教員の授業設計などに
深く依存することも判明した。結果的に、図
の有効な利用法を確立するためには、脳科学
的な方法により、学生の基本的な認知パター
ンを把握した上で図の及ぼす効果を客観的
に評価すると同時に、教材の変化に伴う学習
者のレスポンスの変化を追跡することによ
り、図の利用が授業設計を学生の認知を助け
るものにいかに変え得るか、追求する必要が
あると考えられた。 
 
２．研究の目的 
(1) 単純なタスクを用いた脳波計測・NIRS
（近赤外分光法）計測によって、学生の理解
が進んだ際の脳波や脳血流の分散特性の変
化を、思考活動の種類や深さに応じて特徴付
ける。この特徴づけに基づき、KETpic によ
る単色線画と CAS による色彩面画、KETpic 
による静止画と動的幾何ソフト（DGS）によ
る動画の比較を軸に、図の特徴に応じて思考
活動への影響に差異がないか解明する。 
(2) 近年ヨーロッパを中心とした教育科学者
により採用されつつある、教材作成のソース
を継続的に集積し，授業での利用との相互作
用を検証することで、教員による授業設計の
深化を明らかにする研究（documentational 
approach, 文献①）の方法を取り入れ、学生
のニーズや認知パターンに授業設計をより
適合したものとするために、KETpic による
正確な描画がいかにして寄与し得るか追求
する。 
 
３．研究の方法 
(1) 試行的な脳波計測によって問題の種類に
応じた分散特性の差が確認されていた「数
値・文字による大小比較」タスク、および被
験者の理解度によって解答過程に鮮明な差
が出やすい「三角関数のグラフ描画タスク」
を構成し、多数の被験者に対してタスク実行
時の脳波計測、および NIRS 計測を行う。
NIRS 計測には、日立製作所製の ETG-4000
をレンタルし、木更津高専において多数の被
験者を対象として計測を行う。このほか、
KETpic による単色線画と CAS による色彩
面画とで描かれた「円周上の直線束の回転数
観察」タスクを構成し、空間把握の方法にバ

ラエティのある被験者を対象にNIRS計測を
行う。NIRS 計測には、研究分担者である中
川の研究室に装備される同種の機材を用い、
被験者の空間把握特性に応じた脳内腑活機
序の特性を追跡する。得られたデータの分析
には、これまで中川が用いてきた「フラクタ
ル次元解析」（文献②）を用いる。 
(2) 少人数を対象とした試行的な授業により、
KETpic による挿図が効果を発揮することが
予想されるテーマを選定する。そのうちのい
くつかを用いてより多くの人数を対象とし
た授業を繰り返し、KETpic による教材を用
いた群と用いない群とのパフォーマンスに
ついて統計的に比較する。用いる図を含めた
教材の内容や授業設計の変化と、それに伴う
統計的な差異の変化とを対照し、描画法に応
じた学習者の反応の特徴と、それと裏腹の関
係にある有効な利用法に関する知見を集積
する。 
 
＜引用文献＞ 
① Ghislaine Gueudet, Birgit Pepin, Luc 

Trouche(eds.), From Text to 
‘Lived’Resources, Springer, 2012. 

② 中川匡弘、カオス・フラクタル感性情報
工学、日刊工業新聞社、2010. 

 
４．研究成果 
(1) 脳機能計測から得られた知見は以下の通
りである。 
① 大小比較を数値ベースで行うか、文字式
ベースで行うかによって、被験者の脳腑活機
序に大きな差があることが判明した。後者に
おいて、前者と比べ、思考の初期段階で左脳
の言語野に、また最終段階で前頭部にそれぞ
れ大きな賦活が発生することが特徴である
（論文⑯）。この結果は、学習者の思考プロ
セスの差異が、脳内腑活機序の差異に反映さ
れる可能性を示唆するものである。 
② 三角関数のグラフ描画を多数のプロット
点をつなぐ形で行うか、振幅・周期・位相差
に基づくパターンとして行うかにより、被験
者の脳腑活機序に大きな差があることが判
明した。いずれのケースでも、描画の最終段
階に前頭部「作業記憶」領域の賦活を認める
が、前者においては左脳部が、後者において
は右脳部がより強く賦活することが確認さ
れた（論文⑪）。前者は初学者に、後者は熟
練者に多く見られるアプローチであること
から、以上の結果は、学習者の習熟度を脳内
腑活機序の遷移によって把握できる可能性
を示唆するものである。 
③ 曲面の形状を面画によって把握するか、
線画によって把握するかによる差異を検証
する実験の結果、曲面の局所構造に関する情
報を有する面画において概して学習者の把
握がより容易であること、把握が正しく進ん
だケースで最終段階に「作業記憶」領域が賦
活されること、線画を用いたケースで「体性
感覚」領域の賦活がしばしば認められること



を確認した（論文準備中）。以上の結果は、
学習者に曲面の局所構造の把握についてい
かにトレーニングさせたらよいかというこ
とについて、多くの示唆を含む。 
④ 指数関数とべき関数の増大度の比較を、
KETpic による正確なグラフを用いて行わせ
る実験を行い、タスク実行中の被験者の脳波
を計測した。分担者の中川がこれまで用いて
きた「感性解析」の手法を用いて分析したと
ころ、学習者の理解が進んだ直後の時点で、
一部の部位の脳波シグナルの分散特性が「同
期的」な傾向を示すことが示唆された（論文
⑤⑥）。ただし、この結果が脳機能のいかな
る動きを反映したものであるかという点に
ついては、確定的な結論を導くことができな
かった。 
⑤ かねてより、CAS や DGS による動的な
図形の提示は、実験的なアプローチを可能に
するという点で、KETpic などによる静的な
提示にない利点を持っているものの、数学的
な概念の定着に当たっては、必ずしも有利と
は言えないと考えてきた。その根拠は、特に
線形代数のような静的な対象を扱う上で、動
的な提示が過剰な情報を含んでいることで
ある（論文⑬）。研究目的にある動画と静止
画の比較を計画した際、適切な情報量を含む
静止画の利点を生かせるテーマを追求する
こととなったが、実験授業を重ねる中で、微
分積分のような動的な対象を扱う上では、図
形の動的な提示が替えがたい強みを発揮す
るケースが少なくないことがわかり、
KETpic においても、パラパラ漫画形式のよ
うな提示の可能性を模索することとなった
（論文⑦⑩、発表⑫）。両者が脳機能にいか
に働きかけるかという点について、脳科学的
な比較を行う必要性は依然として高いが、比
較に用いる上で適切なタスクをいかに構成
するかという問題は小さくなく、検証方法は
今後検討する予定である。上記比較に関する
知見を深めるため、本科研費によって、動的
幾何ソフト Cinderella の開発者で、それを用
い た 教 材 作 成 経 験 も 豊 富 な Ulrich 
Kortenkamp 氏を 2014 年度の京都大学数理
解析研究所研究集会に招聘して情報交換を
行うと同時に、KETpic と Cinderella の共同
による新たな TeX 描画ソフト KETCindy の
開発も始まっている（論文①、発表③）。 
(2) 統計的手法を主とした実験授業の分析
による知見は以下の通りである。 
① 少人数の実験授業を通じて正確な描画の
効果が確認されたテーマとして、「三角関数
の合成のグラフ描画」があった（論文⑫）。
当該内容を未習の学習者を対象に、基本的な
三角関数のグラフの形状をよく復習させた
直後、与えられた 2つの三角関数からその合
成のグラフを描画させるタスクを構成した
が、KETpic により 2つの三角関数のグラフを
予め描いた教材を用いた群と、何も描いてい
ない教材を用いた群とで、描画状況に統計的
な有意差を認めた。ただし、その後の調査で、

CAS の描画出力をそのまま用いた場合とでは
統計的な差がないこともわかってきた。その
一方で、「減衰振動」のグラフを描画させた
ケースでは、KETpic による描画を用いた場合
と、CAS の描画出力をそのまま用いた場合と
で有意差があることがわかった（発表④）。
以上の結果は、周期や位相差といった、グラ
フの大域的な情報を把握する上では2種類の
描画法に差がないのに対し、極値点などの局
所的な情報を把握する上では、TeX の高精細
な描画環境に直結した KETpic の利用が優位
性を持つことを示唆し、描画法と対象となる
数学的モデルの特性との関連について注意
が払われるべきとの知見をもたらした。 
② 前項のような基礎的なタスクのほかに、
より実践的な使用を想定した教材を集積す
るため、「KETpic 教材作成熱海ワークショッ
プ」（2013 年 10 月・熱海市）、研究集会「数
学・統計教育における教材開発とその評価」
（2014 年 1 月・下関市）、「KETpic 教材作成
全国ワークショップ」（2014 年 3月・松江市、
2014 年 11 月・明石市）を開催し、正確な描
画が効果を発揮すると期待される教材の作
成を参加者に要請した（論文⑮）。その結果
として見出されたものの一つが「区分求積
法」に関する教材である。このテーマは、微
分積分学の学習の中でも学習者への定着が
問題となりやすい内容であるが、その原因と
して、積分範囲の分割を細分化していったと
きに、長方形近似の誤差が小さくなっていく
という事実のイメージが理解されないこと
が想定された。下図は、細分化によって長方
形の近似が変化する様子を KETpic によって
描画したものであるが、こうした図を教材中
に盛り込むことで、学習者のパフォーマンス
が大きく改善されるのではないかと期待さ
れた。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Documentational approach の方法論に従い、
教材を少しずつ改変しながら実験授業を繰
り返したが、想定されたような効果がなかな
か確認されなかった。（使用教材の変遷は、
発表用のプレゼンファイルとして、日本数学
教育学会高専・大学部会の資料サイト 
http://p-mathedu.org/up-file_2014/index.cgi 
に掲載されている）。定着度テストの状況を
分析する中で、区分求積法の学習における学



習者の躓きの原因が、想定されたような収束
性の把握ではなく、図的なイメージとその数
式による表現との間に生じる乖離にあるこ
とが強く疑われた（発表⑧）。その後、研究
代表者が所属する研究機関の研究者と情報
を交換する中で、こうした乖離現象が医歯薬
系の専門教育の中でも幅広く見られること
がわかってきた（論文②）。さらに、高等学
校段階での積分概念の学習実態を調査した
結果、微分の逆算としての積分の計算と、面
積のみによる定積分の意義付けを経験して
しまっているがために、学習者が大学進学後
に区分求積法を学習する上での動機づけを
うまく行えていないという状況も浮かび上
がってきた（論文⑧）。以上の結果は、教材
を含めた授業設計上の工夫が、専門教育を含
めたカリキュラム上の位置づけを慎重に踏
まえてなされなければ十分に効果を発揮し
えないという重い事実を表している。今後、
高等学校から大学に至る一連の数学教育の
中で、微分積分の学習がこれまでいかに行わ
れてきたかという経緯を踏まえつつ、高品質
のグラフィックスの提示を含めたいかなる
授業設計が求められるのか、さらに検討する
予定である。 
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