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研究成果の概要（和文）：経済には様々な遅延が存在するが、その数理的な処理の難しさから経済分析に明示的に時間
遅延が現れることはあまりなかった。本研究は三つの基本的な経済モデル(不完全競争モデル, 新古典派経済成長モデ
ル、IS-LMモデル)を取り上げ、時間遅延が動学に及ぼず影響を解析的および数値的に考察した。(1) 教科書的な簡単な
枠組みであっても時間遅延は不安定効果を持ち、循環的変動を生み出す。（２）複数の時間遅延が共存する場合にはそ
の相対的に大きさに応じて不安定化させたり安定化させたりする効果が出てくる。（３）複数の遅延をもつ経済モデル
ではHopf分岐により不安定した解は周期からカオスを含む複雑な変動へと変化する。

研究成果の概要（英文）：Although the instability effect caused by the delay has been known, its explicit 
considerations in economic models are not fully done due to the mathematical difficulties in dealing with 
the delays. This project introduces single and multiple delays into the well-known economic models 
(imperfect competition models, neoclassical economic growth model and IS-LM models) and examines the 
delay effects analytically as well as numerically. We have three main results: (1) it is confirmed that 
even single delay can destabilize otherwise stable economic models; (2) multiple delays has the double 
edge effect implying that stability and instability are sequently repeated as a length of one delay 
become larger and the other is kept fixed; (3) the steady state is destabilized and then bifurcates to 
various dynamics ranging from simple cyclic dynamics to complex dynamics involving chaotic behavior.

研究分野： 経済動学
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１．研究開始当初の背景 
1940－50 年代に発表された N. Kaldor, R. 
Goodwin, M. Kalecki, J. Hicksなどによる非
線形マクロ経済モデルは「非線形性」と「時
間遅延」が実際の経済で観測される経済変数
の持続的な不規則変動に及ぼす効果を分析
する嚆矢となった。しかしながら、これらの
古典的非線形マクロモデルは、その後、大き
な進展を見せずに、表舞台から退いて行った。
1970 年代後半に発見されたカオス理論は、
経済学にも導入され、1980 年代初頭から
1990 年代後半にかけて、離散の時間の一次
元非線形経済モデルが生み出す解の挙動、そ
の動学的構造を解明する理論的手法につい
て大きな進展に寄与した。古典的非線形マク
ロモデルも、この新しい理論により再考察が
施され、主に数値シミュレーションなどによ
り、周期的変動だけでなくカオスを含む複雑
な変動を生み出していることなどが確認さ
れている。他方、連続時間モデルについては
線形の動学モデルであっても時間遅延があ
る場合には、解が周期的振る舞いをすること
は知られていた。1990 年代に入り「時間遅
延」が動学寡占モデルに導入され、競争相手
の情報に関する時間遅延も、複雑な動学を生
み出す源泉であることが明らかにされてい
る。その後景気循環モデル、ケインズモデル、
ストック市場動学、内生的成長モデル等時間
遅延を含む動学分析が様々な分野で行われ
始めたが、多くの場合に数学的な処理の難し
さから時間遅延は一種類に限られていた。
Matsumoto-Szidarovszky-Yoshida の 業 績
（ Computational Economics, vol.38, 
311-327, 2011）は線形の複占モデルであるが、
二種類の時間遅延が混在するケールを取り
扱った数少ない業績の一つである。 
 
２．研究の目的 
本研究は科研費(基盤研究 C 21530172)で得

られた結果を以下の二つの方向に拡張する。 

【1】前研究では非線形経済動学モデルに一

種類の時間遅延を導入した。これを複数の時

間遅延が混在するケースへと考察の範囲を

広げる。 

【2】アドホックなモデル構造を改善するた

め動学的最適化を考慮したミクロ的基礎を

持つ非線形動学モデルを構築し、時間遅延が

動学に及ぼす影響を考察する。 
これらの拡張により、経済動学モデルの理論
的フレームワークを再構成し、経済変動の最
適性の検証や現実的妥当性を高めることを
目指す。 
 
３．研究の方法 
研究代表者は 2005 年頃より Ferenc 

Szidarovsky 教授(数学が専門)と経済動学
モデルに関する共同研究を始めた。本研究
においても研究協力者としての参加を要請
し、共同研究を行う予定である。3 つの経
済動学モデル(非線形不完全競争モデル、
Solow-Swan 型の新古典派経済成長モデル、
IS-LMモデル)に複数の時間遅延を導入し、
順次、各自の比較優位を生かしながら数理
分析および数値分析を行う。基本的な経済
モデルの構築および数値分析は主に研究代
表者が、数理分析については共同で研究を
行う。現在のインターネット環境のもとで
は物理的な距離は共同研究を進める上で大
きな障害にはならない。しかしながら「隔
靴掻痒」感があるのは否めないので、直接
の議論・討議をするため、研究代表者が先
方に出向いたり、研究協力者を中央大学に
招請する予定である。中間的な研究成果に
ついては国内外のセミナー、学会等におい
て積極的に報告を行い、専門家との意見交
換を通じて研究の精緻化に努め、専門雑誌
に投稿する予定である。 
 
４．研究成果 
(1) 数理分析 
時間遅延が動学に及ぼす影響をまず単純な
一階微分方程式に遅延 Tを,次いで遅延 T1と
T2 を導入し遅延微分方程式あるいは差分−微
分混合方程式を求め、 

dx(t)/dt+Ax(t-T)=0 
 

dx(t)/dt+Ax(t-T1)+Bx(t-T2)=0 
 

これらを数理的に分析し、以下の結果を得た。 
[結論 I]: 遅延が一つの場合は大きな遅延は
不安定効果があり、Hopf 分岐を通じて安定的
な極限循環解を生み出す。 
[結論 II]: 遅延が複数に増えると遅延の大
きさに応じて不安定効果と安定効果が生み
出され、不安定化した定常点は Hopf 分岐を
通じて循環解を生み出すが、さらなる遅延の
増加は不安定解を安定化させて定常解に収
束する軌道を生み出す。この安定−不安定の
交代が相互に発生する遅延効果は複数の遅
延を持つ場合の特有の現象である。 
 
(2) 非線形不完全競争モデル分析 
不完全競争市場として、独占市場、複占市場
と寡占市場を取り上げ、上記（１）の数理分
析に基づき数量・価格変動を考察する。 
① 独占市場-I 
教科書的な線形の需要曲線に直面する独占
企業は曲線の傾き（限界価格）は既知である
が、財の最大価格は未知で、過去の価格デー
タからそれを推定すると想定すると調整方
程式は一階の遅延微分方程式で記述できる。
他方、推定調整に遅延のフィ−ドバックを考
慮すると動学方程式は二階の遅延方程式に
なり[結論 I]と[結論 II]を直接応用すること
で動学を考察できる。 



② 独占市場-I 
二つの異なる遅延、固定時間遅延と連続分布
時間遅延が限定合理的な独占企業の動学に
及ぼす影響を比較検討している。まず一般的
な価格と費用関数のもとでの定常点の単一
性を確認し、勾配法に基づく連続時間の数量
調整過程の安定条件を導出。次いで離散時間
の調整過程を構築し同様に安定条件を求め
る。両調整過程を比較することにより、連続
時間モデルでは時間遅延は Hopf 分岐を通じ
で循環解が現れるが、離散時間モデルにおい
ては周期倍加分岐を通じて周期解から非周
期解が出現することが示された。 
③ 複占市場 
二つの異なる時間遅延をもつクールノー・タ
イプの複占企業の小域的安定性と大域的安
定性を分析。安定性変換曲線を求め、パラメ
ータ変化に対するこの曲線の横断条件（安定
性喪失・獲得条件）を解析的に求め、数値的
に解軌道を求めることで、単純な循環解から
カオスを含む複雑な動学が発生することが
確かめられた。 
④ 寡占市場 
N 企業を含むクールノー型寡占市場の安定性
に関してはテオカリスの古典的な結果があ
る：N=2 では完全安定、N=3 では中立安定そ
して N が４以上になると必ず不安定になる。
この結果は同質財市場を前提としているの
で、財が差別化されている寡占市場に置ける
安定性問題を連続時間および離散時間のも
とで再考する。連続時間モデルにおていは財
が全て代替材であれば市場に存在する企業
数に関係なく必ず安定かすること、補完財の
場合には安定性は企業数に依存することが
示された。他方離散時間モデルの安定性はテ
オカリスの結果は緩和されるが、安定条件は
企業数および差別化を規定しているのパラ
メータ値にも依存することが求められた。 
(3) 新古典派経済成長モデル分析 
通常の新古典派的生産関数に公害が生産に
与える負の効果を具現化した山型の生産関
数に変換して成長モデルを再考。生産に固定
遅延が存在する場合に、遅延効果による定常
点の不安定化は Hopf 分岐を通じてカオスを
含む複雑は動学が生まれることを示した。他
方連続分布遅延の場合にも十分大きな遅延
の場合にも Hopf 分岐を通じて極限循環が起
きることを示した。 
 
(4) IS-LM モデル分析 
① 連続時間の乗数加速度モデルの消費と
投資にそれぞれ異なる時間遅延が存在する
場合にマクロデータで観察されるような国
民所得の循環的な変動を示すことができた。
上記「結論 II」を導いた方法では分析ができ
なかったので、Gu, et al. (2005, Journal of 
Mathematical Analysis and Applications, 
vol.311, 231-252)による全く異なるアプロ
ーチを援用して循環解導出の理路を整理し
た。 

②非線形性は含むがオーソドックスな IS-LM
モデルにおける税金の徴収過程に遅延があ
る場合を考察。多くの国で所得税は前年度の
所得に依存しているなど固定的な遅延は現
実には散見する一方、各個人により納税の時
期が異なる場合もあり、固定的な遅延と連続
分布する遅延の動学に及ぼす影響について
考察した。モデルは３次元の動学システムに
なり数理的な分析は困難を伴うので、主に数
値分析により安定・不安定の条件の導出、税
率の違い、遅延の長さの違いが循環的な解の
出現にどのように影響を与えるかを分析し
た。 
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