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研究成果の概要（和文）：　アフィン量子群上のレベル・ゼロ extremal ウエイト加群の Demazure 部分加群の
次数付き指標を、量子 Bruhat グラフの言葉で明示的に書き表した。また、非対称マクドナルド多項式の t = 0
 と t = ∞ での特殊化を、やはり量子 Bruhat グラフの言葉で明示的に書き表した。
  そしてこれらの結果を用いて、有限ワイル群の単位元及び最長元に付随する Demazure 部分加群の次数付き指
標が、対称マクドナルド多項式の t = 0 での特殊化及び (最長元に付随する) 非対称マクドナルド多項式の t 
= ∞ での特殊化のそれぞれと、本質的に同じものである事を証明した。

研究成果の概要（英文）：  First, we got an explicit description, in terms of the quantum Bruhat 
graph, of the graded character of an arbitrary Demazure submodule of a level-zero extremal weight 
module over a quantum affine algebra. Also, we got an explicit description, in terms of the quantum 
Bruhat graph, of the specializations at t = 0 and t = infinity of an arbitrary nonsymmetric 
Macdonald polynomial. By combining these results, we proved that the graded character of the 
Demazure submodule corresponding to the identity element (resp., the longest element) of a finite 
Weyl group is identical to the product of a certain factor (which is an explicit rational function 
in q) and the specialization at t = 0 (resp., at t = infinity) of the symmetric (resp., 
nonsymmetric) Macdonald polynomial associated to a dominant integral weight (resp., anti-dominant 
integral weight).
Moreover, we studied the connection of level-zero Demazure submodules above with Schubert 
subvarieties of a semi-infinite flag manifold.

研究分野： アフィン量子群の表現論で、特に可積分表現が持つ結晶基底を研究している。
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１．研究開始当初の背景 
有限次元半単純リー環に付随する量子

群 (量子展開環) の有限次元既約最高ウエ
イト表現の結晶基底の幾何学的実現として
は、中島啓による quiver variety を用いた
ものの他に、アフィン・グラスマン多様体
を用いるものが知られている。これは、ア
フィン・グラスマン多様体という無限次元
多様体 (正確には、有限次元射影多様体の帰
納的極限) の中のシューベルト多様体の横
断的スライスの (有限次元) 既約成分であ
る Mirkovic-Vilonen (MV) サイクルを用
いるものである。そして、この MV サイク
ルのモーメント写像による像は MV 多面
体と呼ばれ、有限次元既約最高ウエイト表
現の結晶基底の組合せ論的な実現を与えて
いる事が分かっている。 

一方、(アフィン・リー環に付随する量
子群である) アフィン量子群のレベル・ゼロ
有限次元表現のうちでも、特にレベル・ゼ
ロ基本表現と呼ばれるものとそれらのテン
ソル積となっている  (ある種のスペクト
ル・パラメーターに対応する) 標準加群は、
やはり結晶基底を持つ事が知られていた。
この様な標準加群は、中島啓により、quiver 
variety の (極大トーラスに関する) 同変 
K-群として幾何学的に実現されていたが、
その結晶基底の幾何学的な実現は得られて
いなかった。 

但し、上記のレベル・ゼロ基本表現やそ
れらのテンソル積となっているような標準
加群の結晶基底については、研究代表者の内
藤聡と連携研究者の佐垣大輔准教授 (筑波大
学 ) に よ っ て 、 レ ベ ル ・ ゼ ロ 
Lakshmibai-Seshadri (LS) パスを用いた組
合せ論的な実現が既に得られていた; これは、
レベル・ゼロ (つまり、アフィン・リー環の
センターでの値がゼロであるような) 整ウエ
イトを型とする LS パスを、null ルートを 
modulo して見たものである。 
 
２．研究の目的 
  上述のような背景に基づいて、この研究
の目的は、アフィン量子群のレベル・ゼロ基
本表現やそれらのテンソル積となるような
標準加群の結晶基底を、幾何学的に実現する
事であった。より詳しくは、(ダブル) アフィ
ン・グラスマン多様体、あるいは、射影直線
から (有限次元または無限次元) 旗多様体へ
のある種の代数的写像の成す無限次元多様
体である半無限旗多様体を用いて、これらの
標準加群の結晶基底を実現する事であった。 

また、それらの幾何学的実現と、我々が
既に得ている組合せ論的な実現であるレベ
ル・ゼロ LS パスとの間の明示的な関係を見
出すことも研究の目的であった。 
 
３．研究の方法 
  当初の研究計画は、以下のようなもので
あった。 

(1) 先ず、研究代表者の内藤聡とその
連携研究者である佐垣大輔准教授 (筑波大
学) が協力して、レベルゼロ基本表現やそれ
らのテンソル積となっている標準加群の結
晶基底の組合せ論的実現で、幾何学的な意味
がより明確なものを見出す。 

(2) そして、研究代表者の内藤聡が連
携研究者の加藤周准教授 (京都大学)、斉藤
義久准教授 (東京大学) と協力して、これら
の組合せ論的な実現と対応する幾何的対象
を、(ダブル) アフィン・グラスマン多様体、
あるいは半無限旗多様体を用いて構成する。 
 
４．研究成果 
  (1) ところで、レベルゼロ基本表現や
それらのテンソル積は、柏原により導入され
た (レベル・ゼロ) extremal ウエイト加群
と呼ばれるある種の普遍性を持った無限次
元表現から、適当な商加群を取る事で得られ
る事が分かっている。 

上述の研究計画の (1) に関して、我々
は以下の研究成果を得た。 

先ず、我々は、このレベル・ゼロ 
extremal ウエイト加群の結晶基底が、半無
限 Lakshmibai-Seshadri (LS) パスとして実
現できる事を証明した。この半無限 LS パス
は、アフィン・ワイル群上の半順序として通
常の Bruhat 順序の代わりに半無限 Bruhat 
順序 (これは、半無限旗多様体のシューベル
ト部分多様体の間の閉包関係に他ならない) 
を採用する事で定義される LS パスである。
これらのパスは、アフィン・リー環のカルタ
ン部分環の双対空間に値を取る折れ線写像 
(実数の閉区間 [0, 1] からの連続で区分的
に線形な写像) として実現されるが、それを 
null ルートを modulo する事で、有限次元
半単純リー環のカルタン部分環の双対空間
に値を取る折れ線写像 (パス) が自然に定
義される。我々は、半無限 LS パスからこの
様にして得られるパスが、有限ワイル群に付
随する量子 Bruhat グラフの言葉で明示的
に記述されるパス (量子 LS パス) である
事、そしてそれが先に述べたレベル・ゼロ LS 
パスに他ならない事を証明した。 

この様にして、より幾何学的な意味がは
っきりした組合せ論的対象を導入し、それと
レベル・ゼロ LS パスの関係を明らかにする
事ができた。 

次に、我々は、対称マクドナルド多項式
の t = 0 での特殊化を、量子 LS パス (= レ
ベル・ゼロ LS パス) によって明示的に書き
表す公式を得た; これは、実は、有限ワイル
群の最長元に付随する非対称マクドナルド
多項式の t = 0 での特殊化に他ならない。
また、有限ワイル群の一般の元に付随する非
対称マクドナルド多項式の t = 0 での特殊
化を量子 LS パスにより明示的に書き表す
公式も得た。 

我々は、さらに、extremal ウエイト加
群の (有限ワイル群の一般の元に付随する)  



Demazure 部分加群の結晶基底を、半無限 LS 
パスによって具体的に実現し、その次数付き
指標を量子 LS パスによって明示的に書き
表す事が出来た。 

そして、これらの結果を用いて、有限ワ
イル群の単位元に付随する Demazure 部分
加群の次数付き指標が、対称マクドナルド多
項式の t = 0 での特殊化にある具体的な (q 
の) 有理関数を掛けたものである事を証明
した。また、有限ワイル群の最長元に付随す
る Demazure 部分加群の次数付き指標が、同
じ最長元に付随する非対称マクドナルド多
項式の t = ∞ での特殊化に、t = 0 の時と
同じ有理関数を掛けたものである事を証明
した。 

(2) ところで、アフィン・ワイル群上
の自然な半順序としては、通常の Bruhat 順
序と半無限 Bruhat 順序があり、有限ワイル
群上に制限すればどちらも同じものとなる。
そして、アフィン・ワイル群の勝手な 2 元
に対して、それらを十分大きな優正ウエイト 
(による平行移動に対応する元) でシフトす
る事によって、半無限 Bruhat 順序は通常の 
Bruhat 順序と対応する。この事から、半無
限 Bruhat 順序の一種の極限が通常の 
Bruhat 順序となっているとみなせる。この
様な考察から、我々は、アフィン量子群のレ
ベル・ゼロ表現と最も自然に関係している幾
何学的対象は、(ダブル) アフィン・グラス
マン多様体というよりは、実は半無限旗多様
体ではないかと考えた。 

上述の研究計画の (2) に関して、我々
は以下の研究成果を得た。 

先ず、我々は、半無限旗多様体 (の形式
的べき級数版) をその研究対象とした; 一
方、射影直線から有限次元旗多様体への代数
的写像の成す多様体は、quasi-maps space と
も呼ばれ、こちらは多項式版の半無限旗多様
体である。そして、この半無限旗多様体とそ
のシューベルト部分多様体 (さらに、その 
Bott-Samelson-Demazure-Hansen 型の特異
点解消) が正規代数多様体である事を証明
し、これらの上の直線束の大域切断の空間に
ついての Borel-Weil 型の定理や、高次コホ
モロジーの消滅等の結果を得た。 

さらに、この半無限旗多様体の上の (岩
堀部分群に関する) 同変準連接層の成す K-
群の構造を調べた。そして、優整形式に付随
する直線束と勝手な半無限シューベルト多
様体の構造層のこの K–群における積を、幾
つかの半無限シューベルト多様体の構造層
の 1 次結合として表した時の各係数を半無
限 LS パスの言葉で記述する公式を得た。こ
れは、通常の有限次元旗多様体に関する 
Schubert calculus に お け る 
Pieri-Chevalley 公式の、半無限旗多様体へ
の拡張とみなせるものである。また、我々の 
K-群には、Nil-DAHA (ダブルアフィン・ヘッ
ケ環の t = 0 での特殊化) の忠実な作用が
ある事も分かった。 
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