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研究成果の概要（和文）：2013年９月５名の日本人若手研究者との共著で、「Lefschetz Properties」と題する英文25
0頁の講義録を出版した。これを完成するためには10年の歳月を要した。その過程で、本研究が、代数学の多くの他の
分野と密接に関連していることが明らかになった。
2012年９月、ハワイ東海大学にて国際研究集会を開催し、国内外の研究者13名を招待し、その時点での最新の成果報告
と意見交換を行うことができた。2015年３月、独、米、西の３名の研究者の協力の下に、ドイツ・ゲッチンゲン大学に
にて、再度、国際研究集会を開催し、国内外（日・独・米・伊・瑞）の研究者約25名が集まり、成果報告・意見交換を
行った。

研究成果の概要（英文）：In September, 2013, I published a book entitled "The Lefschetz Properties," with 
5 Japanese coauthors. It took 10 years to write this book. In the course of writing the book, it turned 
out that the topic has many ties to other areas of algebra. In September 2012, I organized a workshop in 
Hawaii Tokai International College, where 13 researchers from Japan, USA, Sweden and Germany, gathered 
and we reported the latest results and exchanged ideas. In March, 2015, I organized a workshop in 
Goettingen, Germany, for the second time, under a cooperation with German and American and Spanish 
researchers, where more or less 25 researchers came together and we exchanged ideas and new results. It 
is scheduled to have such a workshop at Banff, Canada in 2016 for the third time.

研究分野： 代数学
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１．研究開始当初の背景 
 
「ゼロ次元標準次数付き完全交叉環は強い
レフッシェツ性を有するであろう」と予想す
るのは自然である。この予想は、1985 年に
は、既に一部の研究者には知られていたこと
である。しかし、1985 年以降、2000 年まで
は、ほとんど手がつけられない状況が続いて
いた。 2000 年代に入り、 J.Watanabe, 
T.Harima, J.Migliore, U.Nagel ら４名の共
著論文により３変数の完全交叉環は弱いレ
フシェッツ性を有することが証明された。こ
れが突破口となり、レフッシェツ条件の研究
は大幅に前進した。2012 年までに、「平坦拡
大定理」、「分割定理」、「部分環定理」等が証
明され、代数学の他の多くの分野との密接な
関係が明らかにされた。また、国内外での研
究者の数も大幅に増加した。しかし、当初の
予想の解決そのことは、本研究の開始時点に
おいて、依然として困難な問題であった。ま
た、それは、現時点においても困難な問題で
あることに変わりはない。 
 
２．研究の目的 
 
ゼロ次元ゴレンスタイン環のレフシェッツ
性に関する理解を深めることが本研究の目
的である。究極の目的は、「ゼロ次標準元次
数付き完全交叉環は、強いレフッシェツ性を
有する」という予想を解決することである。
そのためには、周辺の問題を扱うことが必要
となる。 
 
３．研究の方法 
 
問題を２つに分割する。（１）２次式完全交
叉は、すべて強いレフシェッツ性を有するこ
とを証明する。（２）どのような完全交叉環
が、２次式完全交叉環の部分環となるか、（こ
のとき、ソークルと一般元を共有するように
する）を考察する。予想では、全ての完全交
叉環は、２次式完全交叉環の部分環であり、
その時、ソークルと一般元を共有するように
できる。そうだとすれば、問題は、２次式完
全交叉環のレフシェッツ問題に帰着する。従
って、２次式完全交叉の場合の証明が問題に
なるのだが、それはグレブナ基底が、トーラ
スの作用でどの様に変化するか（または、変
化しない場合は何か）を追求することにより、
良い結果が得られると期待できる。 
 
４．研究成果 
 
（１）Proceeding of AMS に掲載された論文
“ A note on complete intersections of 
height three”の結果を一般変数に拡張した。
即ち、次のことを証明した：n 変数多項式環
において、(F1,,,,Fn)を完全交叉とし、各 Fi

の次数を diとする。このとき、一般的１次式
Lに対して、イデアル(L,F1,,,,Fn)の極小生成

元の個数がn+1であるための必要十分条件は、
d1+,,,+dn-1-n-1>dn である。このことは、「任
意の完全交叉が強いレフシェッツ性をもつ」
ことを仮定するなら当然成立することであ
る。 
 
（２）張間忠人氏の協力の下で、m-full イデ
アルが弱いレフシェッツ性をもつための必
要十分条件をその次数付ベッチ数列の言葉
で 記 述 す る こ と が で き た 。 こ れ は 、
componentwise linear イデアルに関する
2004 年の Wiebe の結果の一般化である。また
副産物として、標数ゼロにおいて completely 
m-full イデアルと componentwise linear イ
デアルは同値な概念であることを示した。 
 
（３）研究集会「可換環論と鏡映群の表現論」
で得られた完全交叉のレフシェッツ性問題
に関するこれまで 10 年間の研究成果を講義
録の形式でまとめ、ドイツ Springer 社から
出版した。これは、研究集会の主メンバー５
名との共同研究であり、今回のプロジェクト
の最大の成果である。 
例えば 9章では、同次数モノミアル完全交

叉環のレフシェッツ性が、Shur-Weyl の相互
法則と関連していることを示した。 
さらに、ヘッセ行列式が恒等的に消える斉

次多項式に関する Gordan と Noether の結果
（1876 年）の証明と彼らのやり残した課題に
ついて、2012 年 9月に開催されたハワイ東海
大学における国際研究集会にて発表し、
Nagel氏やMigliore氏らの推進する４変数完
全交叉環の弱いレフシェッツ条件の研究に
大きく貢献できた。また、同研究会に参加し
たゲッティンゲン大学名誉教授の Larry 
Smith 氏により、代数的トポロジーの立場よ
り、いくつかの共同研究のテーマを得ること
ができた。とりわけ、正標数における弱いレ
フシェッツ条件に新しい意味をみつけるこ
とができた。その結果を講義録の付録に書い
た。 
 
（４）3 変数で Rees 性を有するが m-full で
はないモノミアルイデアルを体系的に構成
する方法を与えた。これは、ハワイのワーク
ショップに参加した村井聡氏に負うところ
が大きい。 
 
（５）張間忠人氏の協力の下で、レフシェッ
ツ性問題との関連において「任意標数上で、
completely m-full イ デ ア ル と
componentwise linear イデアルのクラスは
一致する」ことを証明した。またその応用と
して、 Nagel 氏と Roemer 氏らの結果である
componentwise linear Gorenstein イデアル
の構造定理の別証明を与えた。  
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