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研究成果の概要（和文）：誤り訂正符号の技術は現代の情報通信に於いては不可欠である。その中でも有限体上の代数
多様体の幾何学を用いて構成される代数幾何符号は優れた漸近的性質を備えている。当課題ではこれまで知られている
全ての代数幾何符号を統一する一般理論を確立することを提唱し、その基本的性質に関して研究を行った。その結果、
関数体上の代数多様体や算術的多様体上のベクトル束を用いて新しいタイプの代数幾何符号を構成し、それらのパラメ
ーターを決定することに成功した。

研究成果の概要（英文）：The technique of error-correcting codes is an indispensable tool in the modern 
data transmission. Among them, the algebraic-geometric codes constructed from the geometry of algebraic 
varieties defined over finite fields are equipped with excellent asymptotic properties. In the present 
research, we proposed to establish the general theory which unifies the known algebraic-geometric codes 
and investigated its fundamental properties. As a result of the research, we constructed some 
algebraic-geometric codes of novel type from vector bundles on algebraic varieties defined over function 
fields or arithmetic varieties and determined their parameters.

研究分野： 代数幾何学

キーワード： 代数幾何符号　ベクトル束
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
 
（１）ブロック符号と畳み込み符号 
デジタルデータを送信する際には通常誤り
が発生する。生じた誤りを訂正するためには
誤り訂正符号と呼ばれる数学的手法が用い
られる。送信の効率性や訂正可能な誤りの個
数などの符号の性能は、長さ、次元、最小距
離などパラメーターと呼ばれる量によって
測ることができる。誤り訂正符号は大きくブ
ロック符号と畳み込み符号に分けられる。ブ
ロック符号とは有限体上のベクトル空間の
部分空間であり、CD や DVD の再生、QR コ
ードなど我々の身近なところでも用いられ
ている。一方、畳み込み符号とは有限体上の
1 変数有理関数体上のベクトル空間の部分空
間である。畳み込み符号は変数 t を時間と見
做して過去のデータにも依存した符号化を
行うため、ブロック符号よりも高い誤り訂正
能力を持ち、宇宙空間での通信や携帯電話に
用いられる。 
 
（２）Goppa 符号と Savin 符号 
ブロック符号の中でも代数曲線上の直線束
を用いて構成される Goppa 符号は代数幾何
の方法を用いて次元や最小距離の評価が可
能であり、高い性能を備えていることが知ら
れている。近年 Savin によって代数曲線上の
高階のベクトル束を用いて Goppa 符号の一
般化が定義された(Savin 符号)。彼の研究で
は、ベクトル束に対して弱安定性と呼ばれる
条件を仮定すると符号のパラメーターの評
価が出来ることが示された。符号理論ではバ
ースト誤りに対応するためにデータの送信
順序を変更するインターリーブと呼ばれる
操作が用いられるが、Savin 符号は Goppa
符号のインターリーブ化を代数幾何的観点
から一般化した符号と見做すことが可能で
ある。 
 
（３）中島による Savin 符号の研究 
一般のベクトル束は直線束と比較して階数
という自由度をもつため、Savin 符号は
Goppa 符号より高い性能をもつ可能性があ
ると期待された。当研究の代表者である中島
は、平成２１年度から平成２３年度にかけて
科学研究費補助金基盤研究(C)（「ベクトル束
の評価写像を用いた誤り訂正符号の研究」）
の補助を受けて、Savin 符号の性質に関して
研究を行った。その結果、弱安定性条件を一
般化したα-安定性概念を導入して Savin 符
号のパラメーターの評価式を改良すること
に成功した。また、フロベニウス写像による
安定束の順像を用いてα-安定なベクトル束
を曲線上に構成する方法を開発し、Savin 符
号の多くの具体例を与えた。 
 
（４）畳み込み符号の代数幾何的研究 
ブロック符号と比較すると畳み込み符号の
代数幾何的研究はこれまで殆ど行われてこ

なかったが、最近 Perez-Porras-Sotelo は 1
変数有理関数体上定義された曲線上の直線
束の大域切断を有限個の有理点で評価する
ことにより、代数幾何の手法を用いて畳み込
み符号を構成できることを示した(畳み込み
Goppa 符号)。一方、彼らの研究では Savin
符号と畳み込み符号を統一的に扱うための
代数幾何符号の理論はまだ確立されていな
かった。 
 
２． 研究の目的 
 
１．で述べたように代数幾何学の手法は近年
ブロック符号から畳み込み符号にわたる広
い範囲の誤り訂正符号に用いられるように
なって来た。そこで当課題では以下に述べる
具体的目標を設定した。 
 
（１） 一般代数幾何符号のパラメーター 
Savin の研究と Perez-Porras-Sotelo の研究
に触発され、当課題ではブロック符号と畳み
込み符号およびそれらのインターリーブ化
を代数幾何学の手法により統一する理論を
確立することを目的とした。そのために有限
体上有限生成の体(以下関数体と呼ぶ)の上で
定義された射影多様体とその上のベクトル
束を用いて、Goppa 符号、Savin 符号および
畳み込み Goppa 符号の概念を同時に一般化
した符号（一般代数幾何符号）を定義し、そ
のパラメーターを決定することを課題とし
た。 
 
（２）一般代数幾何符号の漸近的性質 
符号の無限列のパラメーターが無限大の近
傍でどのように振る舞うかという漸近的性
質を明らかにすることは符号理論の重要な
問題である。当課題では、関数体上の射影多
様体とその上のベクトル列の族を上手く選
ぶことによって良い漸近的性質をもつ一般
代数幾何符号の列を構成することを目的と
した。 
 
（３）一般代数幾何符号の復号法 
畳み込み符号の復号法としては Viterbi 復号
法が良く知られているが、代数幾何的復号法
は未だ見つかっていない。当課題では、
Goppa 符号の代数幾何的復号法である
Johnson の方法を関数体の場合にまで拡張
することによって一般代数幾何符号の効率
的復号法を開発することを目的とした。 
 
（４）Arakelov 幾何との関係 
符号の無限列の自然な例として固定した直
線束のn回テンソル積から定まる符号列があ
る。このような符号列の次元の漸近的振る舞
いは Arakelov 幾何の最近の研究に於いて現
れて来たエルミート直線束の体積と密接に
関係しているため、算術的多様体の交点理論
と符号理論との間に未知の関係があること
が予想された。そこで、当課題では一般代数



幾何符号と Arakelov 幾何の関係を解明する
ことを目的とした。 
 
３． 研究の方法 

 
当課題では、２．で述べた目的を達成するた
めに以下のような研究方法を取った。 
 
（１）関数体上の代数多様体のモデル 
関数体上定義された射影多様体Xとその上の
ベクトル束 Eの組(X,E)が与えられたとき、X
を生成ファイバーとする有限体上のファイ
ブレーションY→B及びY上のベクトルFでX
上 Eに一致する Fの組(Y,F)を(X,E)のモデル
と呼ぶ。Xの K-有理点はモデル Yの B上での
切断 B→Yと対応するため、(X,E)から定義さ
れる一般代数幾何符号のパラメーターの性
質を調べるためにモデル(Y,F)を用いること
が有効であると期待された。当課題では Fが
安定束の場合には高次のコホモロジー群が
消えて符号のパラメーターの評価が可能に
なると予想した。そこで与えられた(X,E)か
ら安定なモデル(Y,F)を構成し、一般代数幾
何符号のパラメーターを決定することを計
画した。 
 
（２）安定ベクトル束の制限定理 
一般代数幾何符号の漸近的性能の研究に於
いては、関数体上の射影多様体 X上に弱安定
ベクトル束の十分多くの族を構成する必要
がある。そのためには Xのモデル上の安定ベ
クトル束 F を X 上へ制限することによって X
上の弱安定束を構成することが重要である。
このような安定束の制限定理は曲面の場合
には既に中島が以前の研究で証明していた
が、より一般に、与えられた非特異射影多様
体上の安定束を因子へ制限したときに弱安
定となることを適当な仮定の下で成り立つ
ことが予想された。そこで当課題では高次元
の場合にも制限定理を証明することによっ
て漸近的に良い一般代数幾何符号の列を構
成することを計画した。 
 
（３）Arakelov 幾何学 
整数論と代数幾何の双方の分野では代数体
と関数体で類似の結果が平行して成立する
ことが良く知られている。この哲学に基づく
と、一般代数幾何符号の「算術的類似」が存
在する可能性が期待される。体上の代数幾何
学の算術的類似は Arakelov 幾何学と呼ばれ
る。有限体上の代数曲線とその上のベクトル
束の算術的類似は算術的曲線(即ち代数体の
整数環の素イデアルの集合)X とその上のエ
ルミートベクトル束(E,h) (即ちベクトル束E
と無限遠点上でのエルミート計量 h の対)で
ある。当課題では、エルミートベクトル束を
有限個の点で評価することによってSavin符
号の算術的類似を構成し、(E,h)に Arakelov
幾何を用いて適当な安定性条件の下で符号
のパラメーターを評価することを計画した。 

４． 研究成果 
 
当課題では、３．で述べた方法を用いて研究
を行い、以下の様な成果を得た。 
 
（１）一般代数幾何符号のパラメーター 
関数体Kの上で定義された非特異射影多様体
X とその上のベクトル束 E の大域切断を X の
有限個の K-有理点で評価することにより、一
般代数幾何符号 C(X,E)を定義した。Kの超越
次数が 1 で E が直線束の場合には C(X,E)は
Perez-Porras-Sotelo の定義した畳み込み
Goppa 符号に一致し、E が高階のベクトル束
の場合にはそのインターリーブ化を与えて
いると見做せる。当課題では Kの基礎体上の
超越次数が1の場合にC(X,E)の考察を行った。
その結果、X が代数曲線の場合には、適当な
安定モデルの存在を仮定すると C(X,E)の次
元を計算出来ることが証明出来た。特に Xが
楕円曲線の場合には n個の Xの有理点があれ
ば 0<d<rn を満たす整数 r と d に対しては階
数 rと次数 dをもつ半安定束が存在すること
が Pumplun の定理から導かれる。この事実か
ら、Mordell-Weil 群(即ち X のが正の階数を
もつ楕円曲線上では、幾らでも大きな次元を
もつ一般代数幾何符号の無限列が存在する
ことが導かれる。 
より一般にKの超越次数が2以上の場合には
符号 C(X,E)は「高次元畳み込み符号」と呼ば
れる符号を代数幾何的に構成したものにな
っているが、この方面では残念ながら成果が
挙げられなかったため今後の課題としたい。 
 
（２） 算術的 Savin 符号の構成 
当課題の当初の予定では一般代数幾何符号
の研究が主な目的であったが、研究の過程で
Arakelov 幾何を用いて新しいタイプの代数
幾何符号を構成することに成功した。より具
体的には、算術的曲線 Xとその上のエルミー
トベクトル束(E,h)の算術的切断(即ちEの大
域切断で h に関するノルムが 1 以下のもの)
を Xの各点で評価することにより Savin 符号
の算術的類似(算術的Savin符号)を構成した
(論文①)。この符号は Eが自明な直線束の場
合には、Grusuwami-Lenstra によって導入さ
れた代数体符号に一致することが分かる。こ
こで代数体符号とは代数体 K の整数環の有
限個の素イデアルでの剰余体達の直和を用
いて定義される非線形符号である。このよう
な符号は素イデアル毎に異なる有限体が現
れるため、固定した有限体上のベクトル空間
を用いるブロック符号の範疇から外れる符
号であり、K の整数論的性質によってパラメ
ーターの評価ができる。当課題ではエルミー
トベクトル束(E,h)に対してα安定性の概念
を定義し、更に Bost による slope 不等式を
用いてα安定なエルミートベクトル束の算
術的切断に関する消滅定理を証明できた。そ
の結果、(E,h)がα安定性条件を満たすとき
に最小距離の下からの評価を与えることに



成功した。また、算術的曲線上の半安定エル
ミート束を用いて算術的Savin符号の具体例
を構成した。 
 
（３）α安定束の制限定理の一般化 
有限体上定義された非特異代数曲面とその
上の安定ベクトル束 Eが与えられたとき、十
分大きい次数の超曲面切断へのEの制限がα
-安定になることをLangerの定理を用いて証
明した(論文④)。この結果により、代数曲線
上に多くのα-安定束を構成することが可能
になるため符号の具体例を与えることが出
来た。更に Langer の定理の代わりに Hein の
定理を用いることにより、曲面の場合に従来
のものより評価の良い制限定理を証明する
ことにも成功した(論文②)。これによって符
号のパラメーターの評価式を改良すること
が出来た。なお、最近の研究では上に述べた
結果は任意次元の非特異射影多様体の場合
にまで一般化することに成功している。また、
高次元射影多様体で接束が p-半安定(即ち任
意回数のフロベ二ウス写像による引き戻し
が半安定)という仮定の下では、フロベ二ウ
ス写像による安定束の順像がα-安定になる
ことを Sun の定理を用いて証明した。これに
より、射影空間や大きい次数の一般型超曲面
上の安定束からα-安定束を構成することが
可能になった。 
 
（４）安定束の存在定理 
高次元代数多様体上でどの様な階数とチャ
ーン類をもつ安定ベクトル束が存在するか
を決定することは性能の良い代数幾何符号
を構成するために重要である。しかしながら
安定束の存在問題は代数曲面や射影空間な
どの場合を除いて一般には解決されていな
い。当課題では、安定束の「漸近的存在問題」
の概念を定式化して弱い形での存在を考察
することにした。これは安定束の無限列(安
定束の large family)で階数と判別式が与え
られた増大度をもつものが存在するか、とい
う問題である。特にアーベル多様体の場合を
考察し、漸近的存在問題に対する一定の解答
を与えた(論文③)。具体的には、テータ因子
の完全交差として得られる余次元2の部分多
様体から Serre 対応を用いて階数 2の安定束
を作り、逐次拡大によって高階の安定束を構
成した。 
 
（５）安定束のモジュライ空間の幾何学 
非特異射影多様体上で固定した階数とチャ
ーン類をもつ安定束の同型類全体はモジュ
ライ空間と呼ばれる代数多様体を成す。2 つ
の層の拡大として表せる安定束全体は
special component と呼ばれるモジュライ空
間の特別な既約成分を定める。当課題では
special component の幾何学に関して幾つか
の結果を得た(論文⑤)。まず、コホモロジー
の消滅によって special component が非特異
になるための十分条件を与え、次元の計算を

行 っ た 。 ま た 、 以 前 中 島 が 証 明 し た
Brill-Noether 双対性を用いて special 
component 達の間に双有理写像を構成した。 
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