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研究成果の概要（和文）：トーリック環の幾何的な変形として、中心対称配置など、対称性を持つ配置構成法に
注目し、トーリック環・イデアルの環論的性質について研究した。特に、中心対称配置よりも適用範囲が広く、
多くの反射的凸多面体を生み出す、「調和する配置」を発明した。また，様々な組合せ論的な対象に付随するト
ーリックイデアルについて研究し、例えば、任意の有限半順序集合に対して、その順序凸多面体の中心対称配置
が反射的凸多面体であることを証明した。

研究成果の概要（英文）：We studied toric rings of configurations constructed by a method with 
symmetries such as a centrally symmetric configuration, and discussed various algebraic properties 
of toric rings and ideals. In particular, we introduced the notion of “configurations of harmony” 
which yields more reflexive polytopes than the notion of centrally symmetric configurations. In 
addition, we studied toric ideals arising from various combinatorial objects. For example, we showed
 that the convex polytope arising from the centrally symmetric configuration of any order polytope 
is a normal reflexive polytope.

研究分野：計算可換代数

キーワード： グレブナー基底　可換環
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１． 研究開始当初の背景 
トーリック環の生成系に対応するベクト

ル集合の凸閉包の正則三角形分割と、トーリ
ックイデアルのグレブナー基底から導かれ
るイニシャルイデアルの根基イデアルの間
には美しい対応が知られている。根基イデア
ルは、凸閉包の正則三角形分割のスタンレ
ー・ライスナーイデアルと一対一の関係にあ
り、応用上重要な「三角形分割の単模性」は、
三角形分割に対応するイニシャルイデアル
がスクエアフリーな単項式で生成されるこ
とと同値である。トーリック環およびトーリ
ックイデアルの性質と、対応する凸閉包の性
質には強い関連性があるが、凸閉包の変形が
もたらすトーリックイデアルへの影響につ
いては、凸閉包の積などに関する結果が散見
されるのみであり、ほとんどの場合、未解明
である。近年、トーリックイデアル、トーリ
ック環に対して、重要なクラスの解析ととも
に、複数の配置から新しい配置を構成する方
法が幾つか提起されている。代表的なものと
しては、セグレ・ベロネーゼ配置、入れ子配
置、トーリックファイバー積が挙げられ、そ
れぞれについて、トーリックイデアルのグレ
ブナー基底や、トーリック環の正規性などに
関する結果が得られている。 
 研究代表者は、日比孝之氏との共同研究に
おいて、「中心対称配置」を定義した。これ
は、整数行列に対して、－１倍および原点を
添加した行列を斉次化してできる配置であ
るが、特に、もとの整数行列が単模行列であ
るときには、トーリックイデアルはスクエア
フリーなイニシャルイデアルを持ち、トーリ
ック環は正規、ゴレンシュタインになるなど、
非常に良い性質を持つ。したがって、この変
形を活用すれば、上記の性質を持つトーリッ
ク環の豊富なクラスを生み出すことができ
る。例えば、柴田和樹氏との共同研究では、
単模な行列として、有向サイクルの接続行列
を考え、対応する反射的多面体（長さが奇数
のサイクルの場合には、非特異ファノ多面
体）を考察したが、対応するトーリックイデ
アルのグレブナー基底を構成することによ
って、エルハート多項式を求めたところ、エ
ルハート多項式の根に関する幾つかの予想
の反例を、非特異ファノ多面体という貴重な
多面体の範疇で構成することに成功した。 
 
２． 研究の目的 
 当該研究では、トーリック環の生成系に対
応する整数ベクトル集合の凸閉包に対する
幾何的な変形として、中心対称配置など対称
性の高い構成法に注目し、トーリック環およ
びトーリックイデアルの以下のような環論
的性質の変化等について、重点的に研究を行
うことを目的とした。 
 
（１）トーリックイデアルのグレブナー基底
の構成、および、次数の分析 

もとの配置のトーリックイデアルのグレ

ブナー基底から、新しい配置のグレブナー基
底を構成する方法を模索する。また、トーリ
ックイデアルが 2次の二項式で生成されるこ
とや、2 次の二項式からなるグレブナー基底
を持つことは、それぞれトーリック環のコス
ツル性に対する必要条件、十分条件として重
要な意味を持つ。当該研究ではこのような条
件がみたされるための条件を研究する。 
 
（２）整数行列の単模性と新しい配置の環論
的性質の関連 
グレイバー基底計算アルゴリズムに現れ

る重要な配置構成法の 1 つ、ローレンス持ち
上げでは、もとの配置が単模であることと、
構成される配置が正規であることは同値で
ある。一方、整数行列が単模ならば、その中
心対称配置は正規であるが、逆は成り立たな
い例が存在する。当該研究では、どのような
条件のもとでこれらの条件が同値となるか
研究する。また、ゴレンシュタイン性につい
ても同様の考察を行う。 
 
（３）有限グラフに付随する配置 

有限グラフの接続行列の中心対称配置に
ついては、その正規性が接続行列の単模性と
同値であることが解明されている。他方、ゴ
レンシュタイン性については、接続行列が単
模であることと同値であることが予想され
ているものの、ゴレンシュタインとなるため
の十分条件であることしか証明されていな
い。当該研究では、接続行列が単模ではない
ようなグラフに注目し、単模性が必要条件で
あることを証明することを目指す。 
 
３．研究の方法 
 「整数行列の中心対称配置」を軸とし、対
称性の高い配置構成法によって構成された
トーリックイデアル、トーリック環の構造を
研究する。トーリック環、トーリックイデア
ルの性質としては、トーリックイデアルの極
小生成系、グレブナー基底、および、それら
の次数や、スクエアフリーなイニシャルイデ
アルの存在、トーリック環の正規性・ゴレン
シュタイン性を中心にして、有用な一般論の
構築を目指す。特に、もとの整数行列、配置
が単模である場合については、エルハート多
項式、ヒルベルト関数（級数）や、各種の不
変量についても研究する。 
 
４．研究成果 
主に、以下の（１）～（５）について結果を
得た。 
 
（１） 中心対称配置とその一般化 
① 順序多面体の中心対称多面体 
日比氏、松田一徳氏、柴田氏との共同研究

により、有限半順序集合の順序多面体の中心
対称多面体が正規かつ反射的であることを
グレブナー基底の理論を駆使して証明した。
これは反射的多面体の新しいクラスの開拓



の端緒となる重要な成果である。 
 

② ルート系に付随する配置の中心対称配置 
青木敏氏、日比氏との共同研究により、複

数の多水準因子の一部実施計画により得ら
れる頻度データの分析方法について研究成
果を得た。対数線形モデルの当てはまりを適
当な検定統計量による条件付検定の p値によ
り判断し、さらにその p値をマルコフ連鎖モ
ンテカルロ法により数値計算するというア
プローチは、Sturmfels と Diaconis により分
割表解析の枠組みとして提案され、実験計画
法の枠組みでは青木・竹村により定式化され
た。マルコフ連鎖モンテカルロ法を実行する
ための重要なステップとして、局外母数に対
する十分統計量が観測値と一致するような
標本空間上に既約なマルコフ連鎖を構成す
るためのマルコフ基底の計算があるが、マル
コフ基底がトーリックイデアルの生成系と
して代数的に特徴付けられることを示した
のが Sturmfels と Diaconis の発明である。
共同研究では、Ｄ型のルート系に付随する配
置の中心対称配置が３水準の Box-Behnken計
画に対する自然な統計モデルに対応するこ
とを示し、ある単項式順序に対するグレブナ
ー基底を具体的に構成した。 

 
③ 中心対称配置の一般化 

日比氏との共同研究により、グレブナー基
底理論を活用し、反射的多面体の新しいクラ
スを発見した。一般的な理論として、「調和
する配置」という概念を導入し、２つの配置
A, Bが逆辞書式順序に関するある条件を満た
すならば、原点、A，-B の凸閉包は反射的多
面体であることを証明した。条件を満たす配
置の候補として、単体的複体に付随する配置
が考えられるが、例えば、理想グラフの安定
集合多面体の配置は単体的複体に付随する
のみならず、圧搾配置であり条件を満たす。
研究では、強理想グラフ定理を用いて、条件
を満たす単体的複体は理想グラフの安定集
合多面体に付随する単体的複体に限られる
ことも証明した。 
  
（２）有限グラフに付随する配置 

日比氏、西山絢太氏、鹿間章宏氏との共同
研究により、有限グラフに付随するトーリッ
クイデアルの生成系、および、グレブナー基
底について、サスペンションによる性質の変
化などについて重点的に研究を行った。もと
のグラフのトーリックイデアルと、そのサス
ペンションのトーリックイデアルは、特別な
部分配置の関係になっており、正規性や生成
系の次数などが遺伝することが知られてい
る。グラフに付随するトーリックイデアルが
いつ 2次生成となるかについてはグラフの言
葉による特徴付けが知られているが、当該研
究では、あるグラフのサスペンションとなっ
ているようなグラフについて、同様の結果を
得た。また、グレブナー基底についても分析

を行い、計算実験をもとに、以前構成された
「付随するトーリックイデアルは 2次生成で
あるが、2 次の二項式からなるグレブナー基
底が存在しないような有限グラフ」の例を一
般化し、同じ性質を持つグラフの非自明な無
限系列を理論的に構成することに成功した。 
 
（３）半順序集合の多重鎖に付随する配置 
日比氏との共同研究により、自然数 ℓ を

固定し、半順序集合の長さ ℓ の（元の重複
を許す）多重鎖に対して単項式を対応させ、
それらの単項式たちで生成されるトーリッ
ク環のトーリックイデアルについて研究し
た。特に、ℓ に依らず、2 次の二項式からな
る生成系、あるいは、グレブナー基底を持つ
ことと、半順序集合の比較可能グラフ（半順
序集合の元全体を頂点集合とし、比較可能な
2 元を辺でつないだグラフ）がコーダルグラ
フ（長さが 4以上の任意のサイクルがコード
を持つグラフ）であることが同値であること
を証明し、コーダルな比較可能グラフの可換
代数的特徴付けとして非常に興味深い結果
が得られた。証明においては、適切な単項式
順序の構成において、比較可能グラフがコー
ダルであるときに保証される「強理想消去順
序」が重要な役割を果たしている。また、対
応する配置はベロネーゼ配置の部分配置で
あるが、ほとんどの場合にトーリック環が正
規にならないという性質を持つ。ベロネーゼ
配置などに対してこれまでに構成されたほ
とんどのグレブナー基底はスクエアフリー
なイニシャルイデアルに対応し、トーリック
環が正規であることを保証するから、既知の
グレブナー基底とは明確に異なる。 
 

（４）切断多面体のトーリックイデアル 
有限グラフの切断多面体に付随するトー

リック環およびトーリックイデアル（切断イ
デアル）について研究した。このトーリック
イデアルについては、グラフのある種のクリ
ーク和（頂点、辺、三角形に沿って、2 つの
グラフを貼り合わせる操作）が、良いトーリ
ックファイバー積に対応することが知られ
ており、変形による環論的性質の変化を調べ
る上で有意義な例となっている。また、有限
グラフのサスペンションの切断イデアルの
生成系は、そのグラフに対応するバイナリー
グラフモデルのマルコフ基底であることが
知られている。 
 

① 実験計画問題への応用 
青木氏、日比氏との共同研究により、グラ

フの切断イデアルの生成系が、ある種の実験
計画問題（レギュラーな 2水準一部実施計画）
に応用できることを証明した。特に、グラフ
マイナーをとる操作などに関する既存の結
果を活用すれば、定義関係が高々2 つの一部
実施計画のマルコフ基底が 2次の二項式から
なる生成系として得られることが分かる。 
 



② ゴレンシュタイン性 
クリーク和や、マイナーをとる操作で性質

が遺伝しないことが知られている、切断多面
体のトーリック環のゴレンシュタイン性に
ついて研究し、切断多面体のトーリック環が
正規かつゴレンシュタインとなるグラフを
完全に分類することに成功した。 
 
（５）強コスツルなトーリック環 

松田氏との共同研究により、トーリック環
の強コスツル性について、十分条件を与えた。
この十分条件は、Rustuccia と Rinaldo が一
般の代数に対して与えた十分条件をトーリ
ック環に限定して得られる条件（任意の逆辞
書式順序に関して、被約グレブナー基底が 2
次の二項式から成るならば、トーリック環は
強コスツル）の拡張になっているだけでなく、
トーリック環がスクエアフリーな単項式で
生成される場合には、必要十分条件になって
いる。また、Rustuccia と Rinaldo は彼らの
十分条件が必要条件でもあると予想したが、
その反例を与えた。 
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