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研究成果の概要（和文）：過去10年以上，有限体F上定義された代数多様体のF-有理点の個数について興味を持ち研究
を続けてきた．今回終了した研究課題もその一環である．今回は主として射影空間内の超曲面を取り扱い，超曲面のF-
有理点の個数について，射影空間の次元，有限体の個数，超曲面の次数，それらのみ依存し，かつ次数に関しては線形
な上限を与え，これを elementary bound と名づけた．さらに，射影空間の次元と有限体の個数とを固定したとき，３
つの次数について等号をとる例の存在を確認し，射影空間の次元が３のときにはelementary bound を到達する曲面の
決定にも成功した．

研究成果の概要（英文）：For the past decade, we have had a great interest in the number of rational 
points of a variety over a finite field. This project is also concerned with such a topic. The main 
result of this research project is as follows.
 Let X be a hyper-surface of degree d in n-space over a finite field F of q-elements. We obtained a bound 
for the number of F-rational points of X. This bound is depending only on d, q and n, and also linear in 
d. We named this bound elementary bound. Moreover, for each (q, n), there are three hyper-surfaces with 
different degrees each other that attain the elementary bound. Additionally, we have determined the all 
surfaces in 3-space that attain the elementary bound.

研究分野： 代数幾何

キーワード： 代数多様体　有限体　射影空間　超曲面
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様 式 C－１９、F－１９、Z－１９ (共通)

１．研究開始当初の背景

（１）筆者はここ 10 年以上にわたり，代数幾何

符号の基盤となる有限体上定義された代数多様

体の有理点の個数に興味を持って研究を続けてい

た．当該助成事業による研究を開始した時点での

成果の蓄積について，簡単に述べる．発端は P.

Sziklai の論文①で述べられた予想である．それ

は，有限体 Fq 上の Fq-直線を成分を持たない次

数 dの平面代数曲線の有理点の個数 N について，

N ≤ (d− 1)q + 1 であろうというものであった．

（２）共同研究者 S. J. Kim と共に，この予想はひ

とつの例外，q = d = 4 で
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を除けば正しいことを一連の論文 ② ③ ④ によっ

て示していた．また，d = q+2, q+1, q, q−1,
√
q+

1, 2 の各次数については実際に等号をとる例が存

在し，しかも特異点を持たない曲線では等号をと

る可能な次数はこれらに限ることなども示して

いた．

２．研究の目的

（１）上に述べた背景をふまえ，n 次元射影平面

Pn で，有限体上定義された超曲面についての類似

のよい上界を与えることが当初の研究目的であっ

た．

（２）研究の進展と共に，Deligne によって確立さ

れたWeil予想，Segre，Serre，Sørensen，K. Thas

等の仕事との比較にも踏み込むことになった．

３．研究の方法

（１）本研究も，今まで申請者が多くの研究を共

にしてきた S. J. Kim との共同研究として立案さ

れた．比較的まとまった時間が取れる時期に韓国

に Kim教授を訪問し集中的に共同研究を行い，そ

の他の時期はメールでのアイデア交換を行った．

ただ，後者の方法では隔靴掻痒の感もあり，前者

が主要な共同研究の方法となった．

（２）数学の研究においては，いつの時代でもアイ

デア・情報の交換が有効であった．かつては，特

に西欧から離れた日本では，文献や手紙と言う手

段が多かったが，今や，これらはインターネットを

通じて得られまたは発信することが多くなってい

る．しかし face-to-face での議論は informal で

はあるが思いがけない効果を生むこともある．こ

の意味で，機会を捉えて conference, symposium,

workshop に参加し，あるいは，内外の関連研究者

を招聘し議論することは有力な研究方法である．

４．研究成果

（１）研究成果を述べるために，必要な記号を準備

する．n次元射影空間を Pn で表し，qを素数 pの

冪 pe とし，q個の元からなる有限体を Fq とする．

Pn の Fq-点の個数は qn + qn−1 + . . . q+1 である

が，この数を θq(n) と略記する．さらに，Fq 上定

義された代数多様体 V の Fq-点の個数を Nq(V )

で表す．したがって，Nq(Pn) = θq(n) である．

（２）X を Fq 上定義された Pn 内の次数 d ≥ 2の

超曲面とする．n ≥ 3 のとき，X が Fq-超平面を

成分に持たなければ，

Nq(X) ≤ (d− 1)qn−1 + dqn−2 + θq(n− 3)

が成り立つことを証明した．これを，われわれは

elementary bound とよぶ．

証明は「数え上げ」の手法を用いる．これは，「研

究開始当初の背景」の項で述べた我々の結果を得

たときの手法を brush up したものである．

（３）さらに，d = 2，d = q + 1, （q が平方数，

すなわち，e が偶数のとき，）d =
√
q + 1 につい

ては，elementary bound の等号をとる例を構成

した．これは，我々の得た上界は dについて線形

なものでは最良であることを意味する．また，既

約曲面に限っても次数が q の近辺では既知のどの

boundよりも良い．

（４）上記の例は次の通り．(ただし，以下の表で

は Fq-射影同値を除いて記述してある．)

① n = 3, d = 2のとき，X は X0X1−X2X3 =

0 で定まる曲面;

② n = 3, d =
√
q + 1 のとき， Hermitian
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で定まる曲面;

④ n ≥ 4のとき，上記 ①, ②, ③ の cone とな

る超曲面．以上 (2), (3) の結果は雑誌論文④とし

て発表した．

（５）その後，n = 3の場合に elementary boundの

等号をとるものの分類を試み，それらは (4)の① ,

② , ③に限ることを示した．この結果は雑誌論文

②として発表したが，この結果の完成までにはや

や紆余曲折があった．初期の段階では elementary

bound の等号をとるような次数 d の可能性を絞

りきれず，最も興味深い場合である d =
√
q + 1

の場合から手をつけ，Preprint を完成させ arXiv

のサイトに置いていた．後になって，次数の可能

性を確定させたが，その論文②では，この arXiv

上の論文を引用する形で纏め出版が確定した．そ

の直後に，この arXiv上の論文の証明に瑕疵を発

見し，その修正に時間を費やしたため，②で引用

した論文①が後で出版されることになってしまっ

た．(ただし，①は Springer の On-line First で

は，ほぼ同時期に upされた．)

（６）さて，上記 elementary bound は「研究開始

当初の背景」の項で述べた平面曲線の場合に我々

が証明した bound の一般化と呼ぶにふさわしい

ものであろうか．elementary bound を記述する

際に用いた θq(n)は n = −1のときは意味は失う

が n ≥ 0 のとき，θq(n) = (qn+1 − 1)/(q − 1) で

あるから，θq(−1) = 0 と見做すのが自然であろ

う．とすると，elementary bound を平面曲線の

場合に解釈すると (d− 1)q + d という自明な上界

となってしまう．真に，「平面曲線の場合に我々が

証明した bound の一般化と呼ぶにふさわしいも

の」は③に発表した次の定理であろう．

（７）X を Fq 上定義された Pn 内の次数 d ≥ 2

の超曲面とする．X に Fq-直線が乗らなければ，

n = 2, q = d = 4 の (1) で述べた例外曲線をの

ぞき，

Nq(X) ≤ (qn−1 + 1) + (d− 2)(θq(n− 3)− 1)

が成立する．

実際，この不等式の右辺で n = 2 とすると「平面

曲線の場合に我々が証明した bound」と一致する．

また，n = 3 の場合に，elliptic quadric surface

では等号が成立する．

証明は次元に関する帰納法で行うのであるが，

q = d = 4 の場合には例外曲線があるため，直ち

には平面曲線を帰納法の起点にできない．そこで

q = d = 4 の場合の曲面についてその平面切断で

現れる曲線を詳しく調べることによって帰納法が

機能することを確かめた．
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