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研究成果の概要（和文）：1. Busemann 関数の等位超曲面であるホロ球の微分幾何学の研究を遂行した。実、複素、四
元数双曲空間の体積エントロピー剛性定理を与えることができた。また正則断面曲率に関する、複素、ならびに四元数
双曲空間の特徴づけに成功した。漸近調和Hadamard多様体のホロ球平均曲率と体積エントロピーとが同じ値をもつとい
う関係式を導出できたことが研究に寄与。
2. Hadamard多様体の理想境界上の確率測度空間に対してBusemann関数重心写像を定義した。他方、確率測度空間上の
フィシャー情報幾何学を展開、確立することができた。これを活用して、重心写像の情報幾何学理論をつくりあげるこ
とに成功した。

研究成果の概要（英文）：We developed geometry of horospheres, level hypersurfaces of Busemann function 
and obtained rigidity theorems of real, complex, quaternionic hyperbolic spaces in terms of volume 
entropy These results are consequence of the identity theorem of volume entropy and horosphere mean 
curvature for an asymptotically harmonic Hadamard manifold. We obtained information geometry of 
barycenter map on ideal boundary of an Hadamard manifold by using theory developed by T.Friedrich.

研究分野： Differential Geometry
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
(1) モデル空間である各種双曲空間のホロ球
的特徴づけに関連して，ホロ球の外在幾何学
的探求が待たれていた． 
 
(2) また理想境界上の確率測度空間の Fisher
情報幾何学の進展が待望されていた． 
T. Friedrichが確立したFisher計量を中心と
した確率測度空間論をさらに発展させる必
要性に迫られていた． 
 
(3) 非等質空間上での Helgason-Fourier 変
換論の展開が未解決であった． 
 
(4) その反面 Hadamard 多様体を Poisson 
核を介在した Fisher 情報幾何学を展開し, 
Hadamard 多様体が可視公理を満たす漸近
調和空間となることを突き止めていた． 
漸近調和性と調和性のギャップをうめるべ
く研究を開始した． 
 
２．研究の目的 
(1) Hadamard 多様体の Poisson 核, 熱核か
ら誘導される確率測度空間への写像を
Fisher 情報幾何学の枠組みで研究する． 
 
(2) 調和多様体に対する Lichnerowicz 予想
（非コンパクト版）を情報幾何学枠組みで研
究する． 
 
(3) 非対称的 Damek-Ricci 空間の情報幾何
的研究を遂行する. 
 
(4)  Fisher 情報計量と各種幾何学的エント
ロピーとの関連性を Poisson 核，熱核を仲介
して研究する． 
 
３．研究の方法 
 多岐にわたる探求アプローチによって研
究する． 
 
(1) ホロ球葉層構造, Ricatti 方程式, Jacobi
テンソル論に微分幾何学の枠組みで取り組
む． 
 
(2) T. Friedrich によって構築されている確
率測度空間の情報幾何学をさらに発展させ
る 
(3) Busemann 重心写像の理論展開に情報幾
何学を適用する． 
 
(4) 非コンパクト（漸近）調和多様体におい
て Busemann-Poisson 核による Helgason- 
Fourier 変換論の構築 
 
４．研究成果 
(1) Hadamard 多様体のホロ球微分幾何学の
研究を遂行して多くの結果をえた。 
 モデル Hadamard 多様体である実,複素,四
元数双曲空間の，ホロ球主曲率並びに体積エ

ントロピーに関する特徴づけ定理をえた. 
定理 A. (X,g) Hadamard 多様体とする．任
意のホロ球が全臍的で主曲率が一定ならば，
(X,g) は実双曲空間である． 
定理 B. (X,g,J) nearly Kaehler Hadamard 
多様体とする．各ホロ球の構造ベクトルが主
ベクトルで主曲率一定ならば, (X,g,J) は複
素空間形である． 
定 理  C. (X,g,J_1,J_2,J_3) 四 元 数 
Kaehler Hadamard 多様体とする．各ホロ球
の３つの構造ベクトルがそれぞれ主ベクト
ルで主曲率一定ならば, (X,g,J_1,J_2,J_3) 
は四元数空間形である． 
定理 D. (X,g,J) を n 次元近似 Kaehler    

Hadamard 多様体で Ricci 曲率 ≧-(n+2) 
と仮定する.測地線 v(t) に沿う構造ベ
クトル w(t) = J v(t) のホロ球に関する
第２基本形式の値が -2 以下ならば, 
(X,g,J) の体積エントロピーは n 以下で
ある.ここで等号成立は X,g,J) が正則
曲率一定 – 4 の複素双曲空間のときかつ
そのときに限る. 

定理 E.(X,g, J_1, J_2, J_3)  を n 次元四
元数 Kaehler Hadamard 多様体とする. 
スカラー曲率 ≧-n(+8) と仮定する. 測
地線 v(t) に沿う構造ベクトル w_1(t) = 
J_1v’(t), w_2(t) = J_2 v’(t), w_3(t) 
= J_3 v’(t) に関するホロ球第二基本形
式の値の和が – 6 以下ならば, 体積エン
トロピー値が  n+2  以下におさまり,   

等号成立ならば，与四元数 Kaehler Hadamard 
多様体が,  正則断面曲率 – 4 の四元数
双曲空間である. 

 
(2) さらにこの定理を発展させた次の四元
数双曲空間剛性定理もえられた． 
定理 F. (X,g) を四元数 Kaehler Hadamard 

多様体で次元 n = 4m (≧8). (X,g) が漸
近 調 和 で  ス カ ラ ー 曲 率  ≧ 
-16m(m+2 ) とする．体積エントロピーの
値が  4m + 2 ならば，与四元数 Kaehler 
Hadamard 多様体が,  正則断面曲率 – 4 
の四元数双曲空間である. 

 
(3) Hadamard  多様体の理想境界上の確率

測度空間をFisher情報幾何学的に発展さ
せることができた．それによって 理想境
界上の確率測度に対する Busemann 重心
写像をFisher情報幾何学的にとらえるこ
とに成功した．次の定理は重心の存在一
意性定理である． 

定理 G. (X,g) を可視公理をみたすHadamard 
多様体とする．すると任意の理想境界上
の確率測度は Busemann 重心を X 上に
ただ一点もつ． 
定理 G の仮定のもとに, 重心写像 bar 
が 理想境界上の確率測度空間から X 
への写像として定義される．写像 bar 
のファイバー空間構造，重心点が x とな
る確率測度の集合 bar^{-1}(x) の部分



多様体的性質の解析などが遂行された．
その際に，bar^{-1}(x) の測地線的考察
が可能となった．定理として 
定理 H. bar^{-1}(x) 上の一点 μ とそ
の点での単位接ベクトル τを初期値と
する測地線が bar^{-1}(x) 上に載るた
めの必要十分条件は bar^{-1}(x) の第
二基本形式 H に関して時刻 t=0 におい
て H(τ,τ) = 0 となることである． 
ここで 確率測度空間上の測地線の一般
論を大きく展開することができた．後述
する． 
 
(4) Hadamard 多様体 (X,g) の等長変換 
φ  が誘導する理想境界の同相写像 Φ  
が満たす関係式から次の重心同伴写像な
る 概 念 を え た ． Φ  に 対 し て  Φ
_#(bar(μ)) =φ (bar(μ)) をみたす X 
の変換 φ  をΦ  の重心同伴写像という．
次の定理がえられた． 
定理 I. Poisson 核によって誘導される確
率測度μ_x = P(x, θ) dθ に関して, 重
心同伴写像 φ と Φ  が可換の関係にあ
ればφ  は X の等長変換となり，φ  の理
想境界への拡張がΦ  に一致する． 
 
(5) 確率測度空間上の測地線について次
の一連の定理がえられた． 
定理 J. 任意の測地線は簡潔な表現式をも
つ． 
 定理 J よりの帰結として測地的性質に
ついて次をえた． 
定理 K. 任意の二つの確率測度 μ,μ
^{¥ast} を結ぶ測地線が必ず存在して唯
一つである． 
定理 L. 任意の二つの確率測度 μ,μ
^{¥ast} に対して, 正規化幾何平均確率
測度なる確率測度を定義すると, 二つの
測度を結ぶ測地線が同一の bar^{-1}(x)  
上にあるためには，正規化幾何平均確率測
度が bar^{-1}(x) 上にあることが必要十
分である． 
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