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研究成果の概要（和文）：ホモロジカリーファイバー結び目のうち，特に２橋結び目になるものの焦点をあて，そのモ
ノドロミー写像の写像類の表示の明示的な公式を得た．そしてそれを用いてこれまでに得られていた公式とは異なるア
レキサンダー多項式の公式を得た．さらにモノドロミーに関するこの公式を使ったコンピュータ計算により，最小交点
数12までのホモロジカリーファイバー２橋結び目のモノドロミーを具体的にあたえ，その表を作成することが出来た．

研究成果の概要（英文）：We focused on 2-bridge fibered knots, whose family is a subset of homologically 
fibered knots. Then, we obtained a formula of a presentation of its monodromy map as an element in 
Automorphism of free groups. Using this formula, we gave a formula of the Alexander polynomial. We made a 
table of elements in Automorphism of free groups, which shows the monodromy maps of homologically fibered 
2-bridge knots up to 12 crossings.

研究分野： 数物系科学，数学，幾何学
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１． 研究開始当初の背景 
1970 年代，曲面の写像類群を研究するために
ジョンソン氏は写像類群からあるリー代数
への準同型写像の族を与えた．この考察を森
田茂之氏はさらに推し進め，ジョンソンの写
像は全射とはならないことを証明した．一方，
有限型不変量を研究する舞台として，葉廣氏，
Gussarov 氏らによってホモロジ－シリンダ
ーという概念が導入されたが，これは写像類
群 を 含 む 構 造 を 持 っ て い る ．
Garoufalidus-Levine は，ジョンソンの準同
型写像はその定義域をホモロジ－シリンダ
ーに広げることができ，そしてこのとき写像
は全射になることを証明した．これによって，
ホモロジ－シリンダー上で有限型不変量や
写像類群の研究が展開できることが可能に
なった． 
連携研究者の方との先行共同研究において，
ホモロジ－シリンダーを結び目補空間に持
つ結び目（ホモロジカリーファイバー結び
目）の代数的特徴を明らかにし，ファイバー
結び目は自然にその真部分集合になること
を観察した．そして，ホモロジ－シリンダー
の不変量として研究されてきた基本群のマ
グナス表現，ライデマイスタートーションを
応用し，与えられたホモロジカリーファイバ
ー結び目がファイバー結び目になるか否か
を判定する必要条件を得た． 
ホモロジカリーファイバー結び目のうち，フ
ァイバー結び目でない結び目は交点数 12 の
結び目から現れ，交点数が 12 のものは 13 個
ある．連携研究者の方との先行共同研究にお
いて，この 13 個の結び目の補空間の マグナ
ス表現から得られる不変量，トーション不変
量の計算に成功した．その結果，これらの非
ファイバー性がこれらの不変量いずれによ
っても判定出来ることがわかった．この計算
は，結び目にザイフェルト膜を張りそこから
得られる情報を整理した上に，最後はコンピ
ュ ー タ を 使 い 行 わ れ た ． そ し て ，
Higher-order アレキサンダー不変量がこの
トーションとマグナス表現から得られる不
変量に関わる部分に分解できることを証明
した． 
また，ホモロジーシリンダーがなすモノイド
のアーベル商が有限生成でないことを，
sutured フロアーホモロジーを使って証明
した．写像類群のそれが一般に自明であるこ
とから，ホモロジーシリンダーのモノイドが
写像類群と比較して非常に大きいことが判
明した． 
さらに，ジョンソン準同型を使い，ホモロジ
カリーファイバー結び目がファイバー結び
目からどの程度離れているかを表す尺度と
なる量 J(K)を定義した．この量は 2以上の自
然数の値をとり，小さい程ファイバー結び目
と離れていることを表す指標である．特に，
K がファイバー結び目のときは J(K)=∞とな
る．まず最初に交点数が 12 のホモロジカリ
ーファイバー結び目に対してこの量を計算

した．その結果，これらの結び目に対しては
いずれも J(K)=2 となった． 
一方で，ファイバー結び目でないにもかかわ
らず J(K)=∞となるホモロジカリーファイバ
ー結び目が無限個存在することを証明した．
また任意の自然数 nに対して，J(K)=n となる
結び目が存在することも判明していた． 
一方で，当時 Massuyeau-Meilhan によって，
ホモロジ－シリンダーを変形するクラスパ
ー手術と呼ばれる操作に関する同値関係に
よるホモロジ－シリンダーの分類がなされ
た．そこでは，ジョンソンの準同型とキャッ
ソン不変量が重要な役割をはたしていた． 
 
２．研究の目的 
写像類群や有限型不変量の研究において大
切な役割をはたしているホモロジ－シリン
ダーおよびその結び目版：ホモロジカリーフ
ァイバー結び目 に関わる不変量の関係解
明とその応用を当研究の目的とした．具体的
には 
(1) ホモロジ－シリンダーに対する幾何学的

操作であるクラスパー手術に対応する，
ホモロジカリーファイバー結び目に対す
る操作の系統的解釈を与えること 

(2) ホモロジ－シリンダーに関わる様々な不
変量の関係を解明すること 

を研究目的とした． 
ホモロジ－シリンダーおよびString link は
研究の歴史がまだ浅く，それぞれの舞台での
言葉が少ない欠点がある．結び目理論はこれ
らと比べると様々な先行研究があり，数学的
概念や結果が豊富である．当研究を通じて，
ホモロジ－シリンダーひいては写像類群の
研究を結び目理論の言葉を用いて少しでも
深めることも一つの目的とした． 
 
 
３．研究の方法 
本研究は比較的広範囲のトポロジーの分野
に関わるものなので，研究代表者が得てきた
幾何学的な知見を基に，連携研究者やその他
研究の最前線で活躍されている研究者の
方々から最新研究情報の提供を受けながら，
多角的に研究課題を見つめ遂行した．具体的
には，2012 年 11 月にフランス・マルセイユ
で行われた日仏共同セミナー「Aspects of 
representation theory in low-dimensional 
topology」や 2013 年 8 月にアメリカ合衆国
ニューヨーク，コロンビア大学で行われた
「Geometric Topology in New York」に参加
し，当該分野の研究の最新情報を収集した．
2013 年 1月には「The 9th East Asia School of 
knots and Related Topics」の Organizing 
Committee を務め，主に韓国の当該分野の研
究者の方達と研究打ち合わせ等を行った． 
さらに，2013 年 6 月と 2014 年 6 月に 2 橋結
び目およびホモロジ－シリンダーを研究さ
れている広島大学，奈良女子大学の研究者の
方々から東京農工大学にて専門的知識の提



供を受けた． 
一方で，いくつかの研究集会で研究発表させ
て頂きレビューを受けた．特に，学会発表①，
③の後に受けた研究上のアドバイスや参考
文献については非常に役に立った． 
また，本研究全体を通して具体例の計算が新
しい知見を得るために重要な働きをすると
考 え られた の で，数 式 処理シ ス テ ム 
MATHEMATICA およびそれが必要とする性能が
伴ったコンピュータを購入し，計算を多く行
った．MATHEMATICA の扱いに明るい研究者の
方の協力を得て，最小交点数 12 までのホモ
ロジカリーファイバー2 橋結び目に関わる
様々な計算を行った． 
その後の研究過程にて，双曲幾何および複素
微分形式に関する専門的知識が必要である
ことが判明し，専門書を購入し勉強・検討を
行った． 
 
４．研究成果 
研究初期の段階で，ホモロジカリーファイバ
ー結び目は当初想像したよりもはるかに複
雑で非常に多く存在することが判明した． 
デルタ move を 2重にした double  デルタ 
move を最初の研究対象としたが，具体的に
この操作を扱うのは非常に困難が伴うこと
が明らかになった．そこで，ホモロジカリー
ファイバー結び目のうち，特に 2橋結び目に
焦点をあて研究を進め，そのモノドロミー写
像類の表示の明示的な公式を得た．そしてそ
れを用いて，これまで知られていた公式とは
異なるアレキサンダー多項式の公式を得た．
またモノドロミーに関するこの公式を使っ
たコンピュータ計算により，最小交点数 12
までのホモロジカリーファイバー2 橋結び目
のモノドロミー写像の自由群の自己同型写
像の元としての表示を具体的に与え，その表
を作成することが出来た．この内容は
「Monodromy maps of fibered 2-bridge knots 
as elements in Automorphism of free 
groups」というタイトルの論文にまとめてい
る． 
近年，写像類群の研究が様々な観点から進ん
でいるが，写像類の自然な具体的な表示例と
いうのはあまり知られてないようである．上
述の結果は写像類群の様々な研究結果に係
わる具体例を示したり，その研究過程におけ
る思考実験の材料に適していると考えてい
る． 
その後，ホモロジ－シリンダーのライデマイ
スタートーションと体積を比較するために
いくつかの例の計算を行った．基本群の表現
に依存する不変量の計算をコンピュータも
利用して行ったが，結び目補空間の体積を精
密に求めようとすればするほど，計算に使う
行列のサイズが大きくなる．コンピュータで
可能な限り計算を行ったが，最終的に求めた
いその（行列のサイズ無限大という意味で
の）極限値を得るまでには至らなかった．今
後，この研究で得られた結果が一般的な定理

を得るための礎になることを期待している．
この計算において上述したモノドロミー写
像の表示に関する結果が利用できないか考
察したが，満足する結果は得られなかった．
さらなる工夫が必要と考えられる． 
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