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研究成果の概要（和文）：　結び目または絡み目とは３次元空間内の閉じた紐のことである。結び目不変量また
は絡み目不変量とは、結び目または絡み目の複雑さを数値などで表したもので数多く構成されている。
　本研究では、プレッツェル結び目と呼ばれる結び目についてある条件付きで、ラスムッセン不変量やオジュバ
ットとサボーの不変量の値を決定した。また結び目の種数という不変量を求めやすくする「射影図上の橋の架け
替え」が、絡み目のオイラー数という不変量についても有効であることも確かめた。

研究成果の概要（英文）： A knot or link is a closed curve or its copies in the 3-dimensional space. 
An invariant of a knot or link is the number or something representing how complex it is. Many 
invariants have been constructed. 
 In this research, we determine the Rasmussen invariant and the Ozsvath-Szabo invariant for certain 
pretzel knots. Furthermore we show a bridge-replacing move induced on knot diagrams is as useful in 
computing the Euler characteristic of a link, a kind of link invariants, as the genus of a knot, a 
kind of knot invariants.  

研究分野： 結び目理論と低次元トポロジー

キーワード： 結び目と絡み目　結び目と絡み目の射影図　ラスムッセン不変量　オジュバットとサボーの結び目不変
量　プレッツェル結び目　ザイフェルト曲面　種数あるいはオイラー数　橋の架け替え
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
（１）結び目理論は幾何学の一分野に位置づ
けられ、それぞれの結び目の複雑さを数値や
多項式などで表した結び目不変量は数多く
導入され研究されてきた。ここで結び目は 3
次元空間内の閉じた紐で、平行移動、回転移
動、伸縮、あやとりなどのように連続的に変
形できるもの同士は同一視している。結び目
不変量の一例として結び目解消数は、結び目
の交差（紐の重なり）の上下を何回交換すれ
ばほどけるかというもので、易しそうな定義
であるが、一般的な決定方法は見つかってい
ない。しかし、結び目解消数を４次元トポロ
ジーと関連させることで多くのことが解明
されてきた。その際注目されたのが、コンコ
ルダンス不変量と総称される結び目不変量
たちである。コンコルダンスとは、結び目の
４次元トポロジー的なある性質であるが、詳
細はここでは割愛する。 
 
（２）研究開始当初に国内外で発展が著しか
った結び目不変量として、結び目フレアーホ
モロジーやホバノフホモロジーといったコ
ホモロジー型不変量が挙がる。コホモロジー
型不変量は結び目を数値や多項式よりも複
雑な代数的な対象で表したものである。これ
らの派生として構成されたコンコルダンス
不変量はとくに注目度が高かった。前者から
のはオジュバットとサボーの結び目不変量、
後者からのはラスムッセン不変量と呼ばれ
ている。両者はいずれも整数値であり、かつ
前述の結び目解消数の下限、すなわち交差の
上下を何回交換しないとほどけないかの情
報も与えていることが知られている。なお研
究開始当時、ホバノフはコバノフと日本語表
記されることが多かったが、近年はホバノフ
の表記が定着しているようである。オジュバ
ットとサボーもそれぞれオズバスとザボー
と日本語表記されることもある。 
 
（３）研究代表者自身も本研究開始までにラ
スムッセン不変量およびオジュバットとサ
ボーの結び目不変量に関する研究成果を既
に得ており、同時にベネカン不等式という重
要な関係式の精密化を与えていた。ベネカン
不等式とは、結び目が空間内に張る膜（ザイ
フェルト曲面）の複雑さを、結び目射影図の
交差の個数と「うずまき」の個数に関係付け
たもので、接触幾何という分野の発祥として
説明されることが多いものである。ここで結
び目射影図とは簡単に述べると、結び目を上
から見た図のことである。得られていた研究
成果は、これらの不変量について、先行して
他の国外研究者たちによって示されていた
ベネカン型評価式を、精密化したものである。
じつはラスムッセン不変量に関しては、ほぼ
同時期にロブによっても同様の結果が示さ
れたが、そういった競争が起こるほどに盛ん
な研究分野である。 

 
 
２．研究の目的 
 
結び目のコンコルダンス不変量と、結び目解
消数などの古典的な不変量との関係を、今ま
で以上に明らかにしていく。とくにオジュバ
ットとサボーの結び目不変量やラスムッセ
ン不変量といった歴史の浅い不変量の性質
を分析し、それらの決定公式もしくはより精
度の高い評価式の存在を探る。なお、複数個
の結び目からなる図形は絡み目と呼ばれて
いるが、本研究は絡み目についての議論も同
時に成り立たせるものを目指している。 
 
 
３．研究の方法 
 
オジュバットとサボーの結び目不変量やラ
スムッセン不変量などの結び目や絡み目の
コンコルダンス不変量と、結び目解消数など
の古典的な結び目不変量や絡み目不変量と
の関係を解明するために、これまでの国内外
の関連研究を入念に調査した。そのための幅
広い低次元トポロジーの研究情報を、結び目
フレアーホモロジー理論やホバノフホモロ
ジー理論を中心に論文や書籍などの文献を
収集し、インターネットおよび直接対面によ
る国内外の関連研究者との討論を行いなが
ら、得られた研究情報を分析し、それをもと
に新たな理論展開を試みてきた。 
 
 
４．研究成果 
 
（１）ある性質をみたす結び目に限定して、
オジュバットとサボーの結び目不変量およ
びラスムッセン不変量の決定公式を得た。適
用対象の結び目は、プレッツェル結び目と呼
ばれるもののうち、ある条件をみたすものと
している。下図はその例であり、(3,3,3,-2)
型 プ レ ッ ツ ェ ル 結 び 目 と 呼 ば れ る 。
(3,3,3,2)型の場合は「-2」に当たる二つの
交差の上下が逆になる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
本研究成果として、a_1, a_2, …, a_n が

正の奇数、ｂ が偶数のときの(a_1, a_2, …, 
a_n, b)型プレッツェル結び目について、オ
ジュバットとサボーの結び目不変量の1/2倍
およびラスムッセン不変量の値を次のよう
に求めた。ただし A = a_1 + …+ a_n とする。 
①n=1 のときは(2,a_1+b)型トーラス結び目



に一致し、a_1 + b が正のときの求める値は
a_1 + b – 1 となり、負のときは a_1 + b + 1 
となる。 
②n が 2 以上の偶数のとき、b が負の数でな
ければ求める値は A – n となり、b が負な
らば A – n + 2 となる。 
③n が 3 以上の奇数のとき、b が負の数でな
ければ求める値は A + b – n となり、b が
負ならば A + b – n + 2 となる。 
また不変量たちの既知の関係式により、

(a_1, a_2, …, a_n, b)型プレッツェル結び
目の結び目解消数はそれぞれこの値の1/2倍
を下回らないこともわかるが、結び目解消数
の決定はn=1のときを除いて保留中の課題と
なっている。 
上記は限られた条件下での公式であり、プ

レッツェル結び目の不変量の計算例は既に
多くの研究者に挙げられ、具体的かつ有名な
結び目について不変量の新たな決定ができ
たかも不明である。しかし、本研究成果のイ
ンパクトは以下の理由で小さくはないはず
である。本成果の対象となった結び目には、
原と山本が 2012 年の論文で挙げたジョーン
ズ多項式が一致する可算無限個のペアも含
まれ、各ペアについてのオジュバットとサボ
ーの結び目不変量あるいはラスムッセン不
変量の値は互いに異なるものとなった。なお、
ジョーンズ多項式もラスムッセン不変量も、
ホバノフホモロジーに情報が含まれること
が知られている。その一方の多項式不変量で
区別できずに他方の整数値不変量で区別が
できるペアとして、興味深い例が得られた。
ホバノフホモロジーそのものを求めずして
その不一致が示せたことにもなる。 
この成果は、ラスムッセン不変量およびオ

ジュバットとサボーの結び目不変量のベネ
カン型評価式を精密化したものを適用して
得られたもので、公表は学会発表のみで論文
未発表だった精密化に関する部分も合わせ
て、論文としてまとめて発表した。それが「５．
主な発表論文等」に記載の雑誌論文である。
この評価式を適用するのに最適な射影図は、
必ずしも標準的なプレッツェル結び目の射
影図ではなく、下図の左から右のような変形
を考える必要があった。これは a_i の符号が
揃わない場合の議論の困難さを示唆してい
る。また、結び目の鏡像に関するこれらの不
変量の歪対称性も適用している。この性質が
結び目に限られることも、他のプレッツェル
絡み目や一般の絡み目への議論の拡張を難
しくしている。これらの解明は、各種結び目
不変量における今後の課題の一つである。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
（２）結び目が空間内に張る膜、すなわちザ
イフェルト曲面の複雑さを数値化したもの
として種数という古典的な不変量がある。こ
れを結び目射影図から直接評価する試みも
多くの研究者たちが長年に渡ってなされて
きた。そのひとつとして、射影図を種数評価
により適したものに変形させるアルゴリズ
ムが、大黒と境と高瀬によって 2012 年の論
文で発表された。詳細は割愛するが、彼らは
その変形を「橋の架け替え」と名付けた。そ
の議論の絡み目への拡張を、研究代表者が指
導した佐藤晶彦の修士論文の改良を兼ねて
示し、成果をまとめた。その際、種数の代わ
りにそれに類似したオイラー数という不変
量について議論した。なぜならば膜の連結性
を問わずに済むからである。結び目に限れば
種数とオイラー数は本質的には同値な概念
である。なお、現時点では論文は投稿中であ
る。 
 橋の架け替えは、結び目や絡み目自体は変
えないままで、射影図から起こしやすいザイ
フェルト曲面の複雑さを増やさずに減らせ
る変形である。本研究の議論も大黒と境と高
瀬に従い、絡み目の射影図をガウス図式に変
換して考察している。ここでガウス図式とは、
結び目や絡み目のある種の設計図で、紐その
ものにどの点同士をどのように上下を決め
て交差させるかを矢印でつないで図示した
ものである。ストイメノフらは 2002 年の論
文で、ガウス図式の描線をテープ状に変えた
ものと、元の結び目や絡み目の張る膜との関
係について論じている。その性質がここでは
重要な役割を担っている。 
橋の架け替えは比較的新しい概念であり、

その位置づけや議論の応用は今後の課題と
して研究する余地が大いにある。「4．研究成
果（１）」で二つ目の図で挙げたプレッツェ
ル結び目の射影図の変形は、橋の架け替えと
は異なるがよく似たものであり、潜在的な影
響を受けた可能性も否めない。また、オジュ
バットとサボーの結び目不変量およびラス
ムッセン不変量は 3次元空間内や 4次元空間
内の膜の種数の下限の情報も与えることが
知られている。本研究課題の関連として橋の
架け替えに着手したのは、前述の不変量決定
の一般化を目指すヒントを期待したからで
ある。現時点ではそのための具体的な方針は
残念ながら見つかっていないが、他の不変量
の射影図による評価についても含めて、橋の
架け替えの議論の今後の発展が期待される。 
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