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研究成果の概要（和文）：微分空間に対するホモトピー論の確立を目指して，微分空間の圏におけるホモトピー集合お
よびセル複体の概念を導入し，その基本的な性質を明らかにした。さらに，その結果を基に，弱ホモトピー同値の全体
を弱同値のクラスとする有限生成モデル構造を構成し，我々が構成した微分空間の圏のモデル構造が，通常の弱ホモト
ピー同値写像を弱同値のクラスとする位相空間の圏の標準的モデル構造とQuillen同値であることを示した。

研究成果の概要（英文）：In order to establish the foundation of homotopy theory of diffeological spaces, 
we constructed on the category of diffeological spaces a finitely generated model structure having smooth 
weak homotopy equivalences as the class of of weak equivalences. It has been shown that our model 
structure on the category of diffeological spaces is Quillen equivalent to the standard Quillen model 
structure on the category of topological spaces, with weak homotopy equivalences as the class of weak 
equivalences.

研究分野： 代数的位相幾何学
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１．研究開始当初の背景 
微分空間は、反復積分の理論を展開するため
の枠組みとして Kuo Tsai Chen が導入した
differentiable space を起源とし、 J.-M. 
Souriau により現在の形に整備された概念
である。位相空間が、開集合の族によってそ
の空間構造を記述するのに対して、微分空間
の場合は、パラメトリゼーションすなわち、
ユークリッド空間の開領域を定義域とする
(滑らかな)写像の族を用いて空間構造を記述
するところに大きな違いがある。定義から容
易に推測されるように、微分空間は可微分多
様体の概念を形式的に一般化したものと見
なすことができ，とくに，任意の微分空間に
対して de Rham カルキュラスを適用するこ
とができる。その一方で、微分空間の圏は可
微分多様体より遥に多様な対象を含み、多様
体のみを取り扱う場合に比べ、より柔軟な理
論構成が可能となる。実際、微分空間の圏に
おいては小極限および小余極限が常に存在
し、さらに、射の集合が自然な微分構造をも
つことを利用して、それがデカルト閉圏であ
ることが容易に示される。位相空間の圏にお
いてホモトピー論を展開する際の大きな障
害は、それが通常の写像空間に関してデカル
ト閉圏でないという事実であり、その障害を
回避するための補助手段としてコンパクト
生成空間の圏をはじめとする種々のコンビ
ニエント・カテゴリーを用いる必要があった。
島川・吉田・原口は、位相空間の圏と微分空
間の圏を関連付ける随伴関手の対を構成し、
それを用いて微分空間の圏のデカルト閉圏
の構造を移送させることにより、位相空間の
一つのコンビニエント・カテゴリーNG と、
その微分空間の圏への埋込みを構成した。こ
れにより、位相空間の圏におけるホモトピー
論と微分空間の圏におけるそれとの直接比
較が可能となった。この事実が、本研究計画
を構想するに至った主要な動機である。 
 
２．研究の目的 
位相空間の圏の場合と異なり、微分空間の圏
はそのままの状態で完備かつ余完備なデカ
ルト閉圏である。さらに、位相空間の圏と同
様に、この圏においてもホモトピーの概念が
自然に導入され、とくに、標準的な微分構造
をもつ球面から微分空間への滑らかな写像
のホモトピー類として微分空間のホモトピ
ー群が定義される。本研究の目的は、位相空
間の研究に用いられてきたホモトピー論の
基本的な概念および手法を微分空間の圏に
拡張して微分空間の圏におけるホモトピー
論を確立し、その応用を図ることにある。と
くにホモトピーの概念に基づく一連の不変
量（ホモトピー不変量）とド・ラムカルキュ
ラスを用いて定義される不変量との関係を
明かにし、さらに、それら二つの視点を融合
した新たな手法を開発して、その有用性を明
かにすることが目標である。 
 

３．研究の方法 
微分空間の圏においてホモトピー論を確立
するために、そのモデル構造を、位相空間の
圏の標準モデル構造に準ずる形で導入する。
位相空間の圏はデカルト閉圏ではないため、
ホモトピー論を円滑に構築するための補助
手段としてコンビニエント・カテゴリーを援
用するなどの工夫が必要であった。これに対
して，微分空間の圏はデカルト閉圏であり、
ホモトピー論を展開する上で必要な圏論的
性質を初めから備えている点で位相空間の
圏に対して優位にある。その一方で、構成の
各段階でその滑らかさを保障する必要があ
るため、より精密な議論が必要とされる。以
上の点に留意しながら位相空間の圏のモデ
ル構造に準ずる形で微分空間の圏のモデル
構造を構成し，それら二つのモデル構造を、
島川・吉田・原口の論文で導入した随伴対を
用いて比較する。さらに、微分空間のモデル
構造から定まるホモトピー群やコホモロジ
ー群等のホモトピー不変量と、微分形式を用
いて構成される de Rham コホモロジー等の
微分構造により密接に関連する不変量との
関係を明かにする。 
 
４．研究成果 
本研究計画によって得られた主要成果は以
下の 3項目にまとめることができる。 
(1) de Rham コ ホ モ ロ ジ ー に お け る 
Mayer-Vietoris 型完全系列の構成：de Rham
コホモロジーにおいて Mayer-Vietoris 型完
全系列が存在するための条件を１の分割の
存在により定式化し，とくに subcartesian
空間に対して、Mayer-Vietoris 系列の完全性
が常に成り立つことを示した。この結果は原
口 の 論 文  [T. Haraguchi, Long exact 
sequences for de Rham cohomology of 
diffeological spaces] にまとめられており、
種々のホモトピー不変量との関係を調べる
際に重要な役割を果たすものと期待される。 
(2) 数値生成位相空間の圏のモデル構造の
構成と、その位相空間の圏のモデル構造との
Quillen 同値性の証明：島川・吉田・原口の
論文 [K. Shimakawa, K. Yoshida, and T. 
Haraguchi, Homology and cohomology via 
enriched bifunctors] において、微分空間の
圏と位相空間の圏との間の随伴対 (T,G) か
ら構成される位相空間の圏の部分圏NGはデ
カルト閉圏であり、位相空間の圏のコンビニ
エント・カテゴリーの一つであることが示さ
れていた。原口は論文 [T.  Haraguchi, On 
model structure for coreflective 
subcategories of a model category] におい
て、より一般的な視点から、位相空間の圏の
モデル構造と Quillen 同値であるようなモ
デル構造を NG に導入することができるこ
とを示した。 
(3) 微分空間の圏のモデル構造の構成と、そ
の位相空間の圏のモデル構造とのQuillen同
値性の証明：上記の研究を推し進め、微分空



間の圏と位相空間の圏の間の随伴対がモデ
ル圏としての同値を導くようなモデル構造
を、微分空間の圏に導入することに成功した。
この構成の基本的なアイデアは、位相空間の
標準的なモデル構造（Quillen モデル構造）
のそれに極めて近いものであるが、構成の各
段階でその滑らかさを保障するために、幾つ
か工夫が必要になる。最初に問題となる点は、
セル複体を定義する際に用いるセルのモデ
ル、およびセール・ファイバー空間の定義で
あるが、これらに関しては、ユークリッド空
間の単位上半球面に然るべき微分構造を導
入したものを採用する。また、ホモトピー論
を展開する上で必要不可欠な被覆ホモトピ
ー性質を、位相空間の場合と全く同様の形式
で証明することが困難であるため、実用性を
損なわない範囲で主張を弱めた命題に置き
換えることにより、モデル構造の導入に利用
することができた。さらに、得られた Quillen
随伴対が実際に Quillen 同値を誘導すること
を示すために、微分空間の圏におけるセル複
体が位相空間の弱ホモトピー型を持つこと
を示す必要があるが、これに関しては、ホイ
ットニー近似定理の拡張命題を用意するこ
とにより、証明が可能になった。 
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