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研究成果の概要（和文）：共形幾何的面においては，平成25年度に閉曲線の正則ホモトピー不変量を共形微分幾何の言
葉で表す結果を得た．論文は平成26年度に発表した．これは Smale の正則ホモトピーの理論の微分幾何学化の第1段階
と考える．
射影幾何的側面においては，シュワルツ微分を用いてリーマン多様体の閉曲線の共形不変な長さを定義した．これは本
質的に円 S�の射影構造の分類と密接な関係にある．山辺の共形不変量との関係もありこの方面は今後さらに研究を進
める．

研究成果の概要（英文）：In conformal geometric aspect, I gave a new interpretation of regular homotopy 
invariants of closed curveｓ in terms of differential geometry. This will a first step of developing 
differential geometry of regular homotopy theory by S. Smale.
In projective geometric aspect, I defined a conformal invariant length of a closed curve in a Riemannian 
manifold. This definition relies essentially on the classification of projective structures of the 
circle. I have also an observation that this projective classification is relevant to Yamabe's conformal 
invariant.

研究分野： 微分幾何学
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１．研究開始当初の背景 
（１）伝統的な計量構造の幾何学は今なお幾
何学分野において中心的な位置を占める．古
典幾何学のアナロジーから，多様体上の射影
微分幾何学，共形微分幾何学の発展が望まれ
る．共形微分幾何の発展に比較して，射影微
分幾何学の，特に内在的かつ大域的な研究は
まだ十分とは言えないように思われる． 
 
（２）研究代表者が 1980 年代に導入した山
辺不変量は共形微分幾何の話題として，現在
でも多くの幾何学者から興味を持たれ，深い
研究成果が発表されている．しかしいまだに
1980 年代に提示した問題で未解明のものが
ある． 
 
（３）射影微分幾何に関しては，低次元，す
なわち 1 次元，2 次元，3 次元においてそれ
ぞれの次元に固有の理論が求められる．1 次
元の場合，2000 年の和田昌昭氏との共同研
究で得られたリーマン多様体上の曲線のシ
ュワルツ微分はさらなる発展が見込まれる． 
 
２．研究の目的 
（１）山辺不変量 Y(S2 × S2) の決定問題．
ほかにも未解明の空間があるが球面の直積
での値の決定が，この方面の研究にとって象
徴的な問題となっている． 
 
（２）閉曲線の正則ホモトピー不変量の共形
微分幾何学による記述．この研究課題の開始
前に結果を得たが証明に誤りがあったため，
それを修復する．これを最初のステップとし
て一般の正則ホモトピー理論を微分幾何学
の言葉で書き直し，より精密な研究につなげ
たい． 
 
（３）射影微分幾何の基盤となるアフィン接
続に関する諸問題を解決する． 
 
（４）１（３）に述べたシュワルツ微分は曲
線の単射性定理への応用がある．この考察を
見直すとユークリッド球面の特徴付け，いわ
ゆる球面定理の新しい結果が期待できる．こ
の目標に向かう考察を深める． 
 
３．研究の方法 
（１）関係する研究集会に参加あるいはその
企画運営に参画する．優れた研究者と討論す
る機会をもち，最新の研究動向を知ることを
目的とする． 
 
（２）研究に必要な図書を校費で購入するこ
とは雑誌代の負担が重くなっている現在む
つかしい．そのため関連分野の図書の購入に
研究費をあてる．また事実上，研究活動に不
可欠となっているコンピューター環境の維
持，更新をする． 
 
４．研究成果 

（１）リーマン多様体のレヴィ・チヴィタ接
続とクリフォード代数を用いることにより，
適切な曲率による補正を行って正則曲線の
シュワルツ微分が定義される．シュワルツ微
分の一般化はさまざまな研究者によるもの
があるが，和田昌昭氏との共同研究で得られ
た，この曲線のシュワルツ微分は独自のもの
でさらなる発展が見込まれる．中でも，リー
マン多様体の共形構造から曲線の射影構造
を定義することができることは注目してい
る点で，このときの射影展開写像が単射（内
在的な条件）であれば，考えている曲線は自
己交点を持たない（外在的な条件）ことをユ
ークリッド球面においてすでに示している．
発表当時はあまり注目されなかったようで
あるが，2009 年に M. Chuaqui が同じアイデ
アを再発見するなど再評価へ向かう可能性
もある．そのためには発案者自らこの研究を
推し進める必要がある．今後の方向性として
いくつかの可能性があるが，そのひとつとし
て，この単射性定理が成立するのはユークリ
ッド球面に限られるのではないかという問
題がある．本研究によって実際，コンパクト
階数１対称空間で単射性定理が成立するの
は球面に限ることを示した．コンパクト階数
１対称空間では測地線の状況が正確に把握
できるのが証明の鍵となっている．この結果
は若干の一般化が可能であるがまだ不十分
である．しかしこのような対称空間に限らず
おそらく一般に単射性定理による球面の特
徴付けができることの確信を得たため予想
として問題の提示をした． 
 
（２）閉曲面の共形ラプラシアンのグリーン
関数を用いて計量を共形変形すると特異点
を持つ平坦曲面が得られる．オイラー数が正
の場合この特異点は無限遠となり，この観察
をもとに一意化定理（定曲率化可能定理）の 
簡明な新しい証明を与えることができる．オ
イラー数が非正（特に負）の場合は無限遠で
はなく錐状孤立特異点をもつ平坦曲面が得
られる．ユークリッド平面幾何の時と同様に，
この特異点付き曲面上の正則閉曲線の曲率
積分を考えると，２πの整数倍ではなく，グ
リーン関数の極を変化させると連続にする
ことが分かる．この現象は以前より不思議に
思われた．というのはこの曲率積分は適切な
解釈のもとで正則ホモトピー不変性をもち，
正則ホモトピー類は連続的ではなく離散的
なものであるので，それが微分幾何的に連続
量で現れるのは何かしらの理由があるはず
で，それを解明する結果を得た．まず整数部
分の抽出は曲面の整係数ホモロジーの整制
限を指定することにより得られ，これが基本
的な正則ホモトピー不変量となる．非整数部
分はグリーン関数の極を変化させることに
より生ずるが，非斉次ラプラシアンのグリー
ン関数を考えているので，グリーン関数の極
に関する依存関係は連続性すら望めない．こ
こが証明の技術的ポイントで，グリーン関数



の不定性を利用して適切に正規化すること
により，この依存関係を微分可能にできるこ
とを示した．こうして極を変数とする関数が 
オイラー数２π倍を法とする実数値調和関
数として得られ，これはすなわち調和１形式
を表すのでコホモロジーの元を定めるが，こ
れが初めに与えた閉曲線のポアンカレ双対
であることが分かった．こうして共形幾何学
的に正則ホモトピー不変量の表示が得られ
たが，まだ完全ではない．1996 年の共同研究
で得た t 不変量と呼ばれる正則ホモトピー
不変量の微分幾何学的表示が問題として残
っている．とは言え，曲線の正則ホモトピー
については一つの区切りになる結果である
ので，次の段階として曲面，特に球面の正則
ホモトピーの微分幾何の研究に向かいたい． 
 
（３）ユークリッド空間の曲線 x に対して
その消滅点 (extinct point) の概念を導入
した．点 p が x(t) の消滅点とは p を無限
遠に移す反転γに対して γx の t での 2階
微分が０となることで定義する．x が正則曲
線の時，消滅点曲線は一意的に存在しそれを 
x^ と書く．これはメビウス変換で同変で，
x^^=x となる曲線としてベルヌーイ螺旋が
特徴づけられる．ブライアントが 1980 年代
にウィルモア双対性の議論で導入した曲面
の conformal transform と類似性があり適
切な一般化によりブライアントの議論を含
む理論に発展させたい． 
 
（４）ラゲール幾何学におけるラゲール球空
間はn次元ユークリッド空間 Ｒｎの有向超球
の全体で半径 0の球は点とみなす．ここにミ
ンコフスキー計量を入れて考える．ここで半
径 0の球を除外し，ミンコフスキー計量を半
径パラメーター r の２乗で割って正の定曲
率ローレンツ空間が得られる．これは測地的
に完備でないが，半径無限大のすなわち有向
超平面を加えて完備空間Ｑが得られる．これ
はドジッター空間と等長的である．ユークリ
ッド空間の正則曲線 x に対して x(t) と 
x^(t) を通り x(t) で x と直交し x の速
度ベクトルで向き付けられる超球を S(t) 
と書く．こうして得られる球空間Ｑの曲線 S
を x の L 変換と呼ぶことにする．古典幾何
的構成であるが，これまで知られてなかった
ようである．L 変換の性質で基本的なものは 
x にメビウス変換を施すとL変換 SはＱの等
長変換で変わることにある．L 変換の逆変換
は多少込み入るが，逆変換の存在の必要十分
条件も与えた． 
 
（５）ユークリッド空間の閉曲線 x の L 変
換は適当な助変数変換により等速空間的閉
曲線にすることができることを示した．この
証明のためには円の射影構造の分類を本質
的に用いる．L変換の等長不変量は x の共形
不変量となるので，この等速空間的閉曲線の
長さとして x の共形的長さを定義した．共

形的長さは古くはフィアルコフなどによる
定義があるが，ここでの定義はそれらと異な
る．主結果はユークリッド空間の閉曲線の共
形的長さはつねに２π以上であり，２πと等
しくなるための必要十分条件は正円に限る
ことを示したことである．この考察は一見ユ
ークリッド空間の曲線論に過ぎないように
見えるが，一般のリーマン多様体上の閉曲線
に一般化する方向性が見えていて，その方向
での研究を今後の主要課題とする予定であ
る． 
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