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研究成果の概要（和文）：本研究では，これまで古田幹雄氏（東京大学）と藤田玄氏（日本女子大学）との共同研究で
得られた Wittenによる作用素の摂動のアイディアに基づく解析的手法による開多様体上のDirac型作用素の指数理論に
ついて，指数のコボルディズム不変性を考察し，指数を定義する際に用いた付加構造に指数がどの程度依存するか研究
を行った，また，我々の理論のK理論などを用いた定式化について研究を行った．さらには，先行結果との関連を調べ
，他分野への応用を図った．

研究成果の概要（英文）：For the previous joint work with M. Furuta and H. Fujita on an index theory for 
Dirac type operators on possibly non-compact Riemannian manifolds based on the idea of Witten's 
deformation, I investigated the dependence of the index on additional geometric structures which are used 
to define the index from the viewpoint of the cobordism. I also investigated the formulation of our 
theory by using the K-theory. Furthermore I investigated the relationship between other researches and 
ours, and applied our index theory to geometric quantization and other research area.

研究分野：シンプレクティック幾何学

キーワード： 解析的指数　Witten摂動　局所化　幾何学的量子化
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１．研究開始当初の背景 

 前量子化束付き閉シンプレクティック多

様体が特異ファイバーを許容する Lagrange

ファイバー束の全空間であるとき,Spinc 

Dirac 作用素の指数が Bohr-Sommerfeld ファ

イバー (以下 BSファイバー)の個数と一致す

る現象が様々な例で知られている．Spinc 

Dirac作用素の指数とBSファイバーはそれぞ

れSpinc 量子化と実偏極を用いた幾何学的量

子化における量子Hilbert空間の次元である

ので，この現象はこの二つの量子化が量子ヒ

ルベルト空間のレベルでは等価であること

を示している． 

 この現象は,Spinc Dirac作用素の指数がBS

ファイバーの近傍への局所化現象と見るこ

とができる. これについて私は，これら一連

の局所化現象を引き起こす普遍的な原理を

解明したいと考え，古田幹雄氏（東京大学），

藤田玄氏（学習院大学）との共同研究におい

て，BS でないファイバーの解析的な特徴付け

を抽象化した acyclic compatible system 

という構造を導入し，コンパクトな部分以外

に acyclic compatible system がある閉多様

体とは限らないRiemann多様体とその上のZ2

次数付き Clifford 加群束に対して，これを

用いてDirac作用素を摂動することによって

局所指数を定義し，切除性，張り合わせ公式，

積公式などの性質が成り立つことを証明し

た．特に，閉多様体の場合，局所指数は Dirac

型作用素の指数と一致するという性質があ

るので，この性質と切除性から指数の局所化

公式が得られる．ある状況については，この

局所か公式を適用することにより，Spinc 

Dirac作用素の指数がBSファイバーの個数と

一致することを証明できた．また，局所指数

の理論をトーラス作用がある場合に二通り

の同変版に精密化した．その応用として，前

量子化可能なシンプレクティック多様体上

のトーラス作用に対して，シンプレクティッ

ク簡約と量子化の操作が可換であることを

意味する量子化予想の別証明を得た． 

 

２．研究の目的 

 局所指数は,acyclic compatible system を

用いて Dirac 作用素を摂動し，その解析的指

数として定義される.しかし，局所指数が

acyclic compatible system の取り方にどの

程度依存するのか分かっていなかった. ま

た，局所指数は，一般には定義に基づいて計

算をすることが困難であり，このことが局所

指数の理論の応用を考える際に大きな障害

となっていた． 

 これらを踏まえて，本研究は次を目的とす

る． 

①. 局所指数が acyclic compatible system

の取り方にどの程度依存するのかを明

らかにし，局所指数を計算する組織的な

方法を開発すること． 

②. 局所指数の K 理論などを用いた定式化

を与えること． 

③. 局所指数の理論を幾何学的に理解する

こと． 

 

３．研究の方法 

 ①について，acyclic compatible system 

がふたつあった場合に これらにどのような

関係があれば得られる局所指数が一致する

か,偶数次元トーラスやトーリック多様体な

どの扱い易い対象についてはじめに考察を

する．また，これらの例を元にして， 局所

指数の計算方法も探る． 

 ②について，開多様体上の Dirac 型作用

素に対する局所指数の指数定理と幾何学的

量子化への応用について研究をする．指数定

理の証明には，コボルディズム理論，K理論

や熱核を用いる方法などが知られているが，

幾何学的量子化におけるノンコンパクトな

シンプレクティック多様体に関する Paradan

や Hoch-Landsman らの先行結果を考慮し，K 

理論を用いた方法の一般化を探る．さらに，



特異ファイバーを持たない Lagrange ファイ

バー束や Hamilton S1 作用など acyclic 

compatible system が単純な場合に，局所指

数の K理論を用いた定式化を探る． 

 閉多様体上の楕円型微分作用素の指数を

計算する有効な手段の 1つに，コンパクト 

Lie 群作用のある場合の同変指数に対する 

Lefschetz の公式を用いる方法がある．局所

指数についても S1 作用がある場合にこの公

式を一般化し，Hamilton S1作用へ応用する． 

 ③について，我々の先行研究における

Dirac 型作用素の摂動は人工的であるため，

上の計画を遂行しようとするとどこかに無

理が生じる可能性がある．これを克服する為

には，開 Riemann 多様体上の Dirac 型作用素

の指数について現在よりも自然な定式化が

必要になると思われる．この点について，こ

の摂動はすでに幾つかの例の考察によりフ

ァイバー方向の計量を小さくするRiemann計

量の変形と関係があることが明らかになり

つつあるので，上の計画と平行して具体例に

よる考察を押し進め，我々の摂動とこの計量

の変形に関する断熱極限の関係を明確にす

る． 

 

４．研究成果 

 ①について，2次元シリンダーの例を考察

す る こ と に よ っ て ， 二 つ の acyclic 

compatible system から定まる局所指数が

一致するためのひとつの十分条件を得た．ま

た，acyclic compatible system が二通り

ある場合にそれぞれを用いて定義される局

所指数の関係をコボルディズム不変性の観

点から考察を行った．さらにその応用とし

て，非特異射影的トーリック多様体の同変 

Riemann-Roch 指数に関する Danilov の定理

の局所指数の理論を用いた別証明を与えた. 

 局所指数の理論を幾何学的量子化に応用

するためには,さまざまな例について局所指

数を具体的に計算する手段が必要になる．そ

こで，複素旗多様体上の測地流の零点の局所

指数を計算した. その過程で，U(1)作用のシ

ンプレクティクカットのカットローカスの

同変局所指数を計算する手段を確立した．  

 ②について，非可換幾何学の専門家から C*

環やKホモロジーについての専門知識の提供

を受け，特異ファイバーを持たない Lagrange

ファイバー束の場合にこれまでに得られた

局所指数のKホモロジーなどを用いた定式化

について考察を行った． 

 ③に関連して，acyclic compatible system

は互いに反交換子が非負であるような作用

素の族であった．この条件は，局所指数が

well-defined であるための十分条件である

が，応用を考える際に非常に扱いづらい条件

であった．そこで，この条件をより扱いやす

い条件に置き換えることが出来ないか，具体

例で曲率の評価の観点から考察を行った． 
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