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研究成果の概要（和文）：離散曲線の変形について可積分系の立場から調べた。とくに「平面離散曲線の離散的変形」
「空間離散曲線の連続的変形」「空間離散曲線の離散的変形」の三つの場合について、それぞれ可積分なモデルを構築
し、さらに離散可積分系理論の技術をもちいて特徴的な具体例をたくさん構成した。これらを始めとして研究期間を通
じて離散曲線の変形理論について多くの知見を得、今後研究が進展するための基礎を築いた。

研究成果の概要（英文）：We studied deformations of discrete curves from the viewpoint of integrable 
systems. Especially we formulated three models of such deformations; the first is discrete deformation of 
planar discrete curves, the second is continuous deformation of spatial discrete curves, and the last is 
discrete deformation of spatial discrete curves. These deformations are governed by the discrete Burgers 
equation, the semi-discrete modified KdV equation, and the discrete modified KdV (or discrete 
sine-Gordon) equation, respectively. We illustrated our deformation theory with infinitely many examples 
to show the integrability of our models.

研究分野： 幾何学
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１．研究開始当初の背景
可積分系と関わる微分幾何に現れるさまざま
な対象は、離散化によってその本質的構造を
明らかにすることが可能であろうと期待され
ている。そうした研究領域は差分幾何（離散
微分幾何）と呼ばれ、おもに曲面の場合が活
発に研究されてきたが、曲線については十分
に研究されてこなかった。

２．研究の目的
微分幾何がなめらかな図形（たとえば曲線）
を調べるのに対し、差分幾何は離散的な図形
（たとえば折線）を調べる。この分野ではと
くに、曲線と曲面の微分幾何における概念や
方法の、離散的な対応物を開発することを目
標にしている。そうすることによって微分幾
何の基本的構造をよりよく理解したいという
のが目論見のひとつである。差分幾何は、ビ
ジュアライゼーションや離散的な幾何学的オ
ブジェクトの運動を統制する新しい数学的枠
組みとしての側面をもち、産業技術と数理を
結びうる分野のひとつとしても期待されてい
る。本研究はとくに、ユークリッド空間内の
曲線の変形に関してその差分幾何の理論を構
築することを目的とする。差分幾何では、幾
何学的オブジェクトの整合性・可積分性を保
証する際に離散可積分系の理論を基盤にして
いるため、離散化された曲線を、離散ソリト
ン方程式の厳密解によって統制することが可
能となる。本研究の具体的な研究目標は、空
間離散曲線の連続的変形の定式化と厳密解の
構成、空間離散曲線の離散的変形の定式化と
厳密解の構成である。

３．研究の方法

上記の目標を達成するために、関連分野の研
究者と討論および共同研究を行った。また、
必要な技術は、さまざまな幾何のもとでの曲
線論、可積分系理論と離散可積分系理論、計
算機を利用した数式処理などであった。

４．研究成果

(1) 先行研究の整理

曲線と曲面の差分幾何について先行研究の結
果を整理し、概説論文④として出版した。

(2) 曲線の離散化

① 平面曲線の場合：平面の幾何構造として
ユークリッド幾何や等積中心アフィン幾何を
与えた場合の平面離散曲線論はすでに先行研
究 [1]がある。そこで本研究では、相似幾何の
枠組みにおける平面離散曲線論を展開した。

② 空間曲線の場合：フルネ枠（接ベクトルと
主法線ベクトルと陪法線ベクトルがつくる行
列）を離散化して、空間離散曲線に対する離

散的なフルネ・セレの公式を導いた。その結
果として、曲率の役割を果たすのが隣接する
接ベクトル間のなす角であり、捩率の役割を
果たすのが隣接する陪法線ベクトル間のなす
角であることがわかった。また生化学の分野
では、離散的なフルネ・セレの公式と同内容
のものがアイリングの公式として古くから知
られている。

(3) 平面離散曲線の離散的変形

平面内の離散曲線が離散的に変形していく様
子を考える。平面離散曲線の離散的変形のう
ち、もっとも基本的なのは隣接する二点間の
距離を保つような変形（等周変形）であり、
そのような変形は離散 modified KdV 方程式
によって統制されることが知られている（参
考文献 [1][2]）。等周変形は、平面の幾何構造
としてユークリッド幾何を指定した場合にい
ちばん自然と思われる離散的変形である。ま
た、平面の幾何構造として等積中心アフィン
幾何を指定した場合には、平面離散曲線の離
散的変形として自然なのは、隣接する二点と
原点がつくる三角形の面積を保存するような
変形（等積変形）であり、そのような変形は
離散 KdV 方程式で統制されることも知られ
ている（参考文献 [1]）。そこで本研究では、
平面の幾何構造をさらに変えて、相似幾何の
枠組みで平面離散曲線の離散的変形を考察し
た。相似幾何のもとで自然と思われる離散的
変形は、隣接する “接ベクトル” 間の角度を
保存するような変形である。これを平面離散
曲線の等角変形とよぶ。以上に述べたことを
まとめると、ユークリッド幾何の場合が長さ
を保つ変形（等周変形）、等積中心アフィン幾
何の場合が面積を保つ変形（等積変形）、相似
幾何の場合が角度を保つ変形（等角変形）と
なっており、これらの変形はそれぞれの幾何
の特徴を反映している。研究成果として次の
ことがわかった。

① 平面離散曲線の等角変形を離散バーガー
ス方程式によって統制することができる。

② 離散バーガース階層によって統制される
ような平面離散曲線の等角変形の無限系列を
構成することができる。

③ 高次離散バーガース方程式の衝撃波解に
したがって時間発展する平面離散曲線の等角
変形列について、その位置ベクトルを明示的
に求めることができる。

④ 以上の結果はすべて非自励化することが
できる。すなわち格子間隔が任意関数に拡張
されたような高次離散バーガース方程式をも
ちいて、以上の結果と同様のものを定式化す
ることができる。

(4) 空間離散曲線の連続的変形



定捩率な空間曲線の等周変形（伸び縮みのな
い変形）をmodified KdV方程式によって統制
することができることが 1970 年代のラムら
の研究によって知られている。このことの半
離散的類似として、空間内の定捩率な離散曲
線が、隣接する二点間の距離を保ちながら連
続的に変形していく様子を考える。なお平面
内の離散曲線の場合には先行研究 [3] があり
変形は半離散 modified KdV 方程式によって
統制されることが知られている。ラムらの研
究の半離散的類似として、また同時に、先行
研究 [3]の拡張として、次のことがわかった。

① 離散化された定捩率空間曲線の等周変形
を半離散 modified KdV 方程式によって統制
することができる。

② 半離散 modified KdV方程式の多重ソリト
ン解にしたがって時間発展する定捩率空間離
散曲線の等周変形について、その位置ベクト
ルを明示的に求めることができる。

空間離散曲線の連続的変形を統制するという
観点からは、アブロヴィッツ・ラディック階
層に属する高次の半離散ソリトン方程式の厳
密解を用いて、同様の明示公式を与えること
が今後の研究課題のひとつとなるだろう。

(5) 空間離散曲線の離散的変形

上記の研究成果 (4) で述べたことをさらに離
散化する。すなわち、定捩率な空間離散曲線
に対してその捩率の値を保存するような離
散的な等周変形を考える。空間離散曲線の離
散的変形についての先行研究はどれも、空間
離散曲線の位置ベクトルそのものの離散時間
発展を陽的に書き下すことができず、離散フ
ルネ枠のレベルでの離散時間発展を記述する
にとどまっていたが、本研究では、離散的捩
率が定数であるような空間離散曲線に対して
その離散的捩率と離散的弧長をともに保つよ
うな離散時間発展を定式化し、しかもその離
散時間発展を空間離散曲線の位置ベクトルそ
のものの変形として陽的に書き下すことに成
功した。これは先行研究において調べられた
離散フルネ枠の離散的変形理論をいちど “積
分” したことに相当し、非自明な結果である。
研究成果として次のことがわかった。

① 変形の公式： 定捩率な空間離散曲線に対
して、新しい空間離散曲線を次の要領で作る。

(i) まず初期定捩率空間離散曲線の基点をそ
の点における接触平面内の位置に移動す
る。ただし移動距離は捩率の逆数を超え
ないものとする。

(ii) 初期定捩率空間離散曲線の残りの各点
を「等周かつ等距離の位置にありしかも
その点における接触平面の下半部分にあ
る」ような位置に動かす。ただし等周と

は隣接する二点間の距離を保つことであ
り、等距離とは各点の移動距離が点によ
らず一定値であることを意味する。

この手順によって、基点の移動先を決めれば
新しい空間離散曲線がひとつ定まる。ところ
が空間曲線の挙動はワイルドなので、この変
形は一般に初期空間離散曲線の捩率を保存し
ない。捩率を保存するためには、たとえば基
点の移動位置をさらに制限するとよいが、そ
の詳細は発表論文①を参照されたい。このよ
うにして得られる捩率保存の等周等距離変形
は可積分であり、実際つぎのことが言える。

② 可積分条件： 定捩率空間離散曲線の捩率
保存等周等距離変形を、離散 modified KdV
方程式または離散 sine-Gordon方程式によっ
て統制することができる。とくに離散時間発
展の各ステップにおいて「離散modified KdV
方程式による捩率保存等周等距離変形」か
「離散 sine-Gordon 方程式による捩率保存等
周等距離変形」かを自由に選択することがで
きる。これは半離散系や連続系にはない離散
系特有の自由度である。

③ 逆構成： 離散 modified KdV方程式ある
いは離散 sine-Gordon 方程式の多重ソリトン
解にしたがって時間発展するような捩率保存
等周等距離変形列について、その位置ベクト
ルを明示的に求めることができる。

④ 離散曲面： この捩率保存等周等距離変形
の軌跡は離散曲面を形成するが、それは離散
的な負定曲率曲面（離散K 曲面）となる。離
散 K 曲面は差分幾何という研究分野がおこ
る動機付けとなった離散曲面であり、離散等
温曲面とならんで現在でも重要な研究対象と
なっている。我々の提示した捩率保存等周等
距離変形の公式は、離散K 曲面の新しい構成
方法を与えている。

⑤ 非自励化： 以上の結果はすべて非自励
化することができる。すなわち格子間隔が
任意関数に拡張されたような離散 modified
KdV方程式や離散 sine-Gordon方程式をもち
いて、以上の結果と同様のものを定式化する
ことができる。格子間隔は離散曲面の座標曲
線の弧長に相当するような量であるため、非
自励化は幾何学的に自然な要請である。

〈参考文献〉
[1] Nozomu Matsuura, Discrete KdV and dis-
crete modified KdV equations arising from
motions of planar discrete curves, Interna-
tional Mathematics Research Notices 2012
(2012), No. 8, pp. 1681–1698.
[2] Jun-ichi Inoguchi, Kenji Kajiwara, No-
zomu Matsuura and Yasuhiro Ohta, Mo-
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