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研究成果の概要（和文）：相転移や臨界現象を示すスピン系数理モデルの代表格に，（強磁性）イジング模型やφ4モ
デルがある．2007年，坂井は「ランダムカレント表示」という確率幾何学的な表現を用い，イジング模型に対するレー
ス展開を開発した．この確率幾何学的な表現をさらに発展させ，φ4モデルに対してレース展開が適用できることを証
明，高次元における臨界2点関数の漸近評価を導出した．また，スピン間の直接相互作用係数がスピン間距離の冪で減
衰する場合についての解析手法を確立，その冪指数の値に依存して，高次元における臨界2点関数が漸近的にNewton核
のように振る舞ったり，或いはRiesz核のように振る舞うことを証明した．

研究成果の概要（英文）：The (ferromagnatic) Ising model and the φ4 model are known to exhibit phase 
transition and critical behavior. In 2007, Sakai used a stochastic-geometrical representation, known as 
the random-current representation, to develop the lace expansion for the Ising model. Extending the use 
of this stochastic-geometrical representation, we applied the lace expansion to the φ4 model and 
obtained an asymptotic expression of the critical two-point function in high dimensions. We also 
established the method of analyzing critical behavior for the models defined by power-law decaying pair 
potentials, and proved that the critical two-point function in high dimensions is asymptotically 
Newtonian or Riesz, depending on the value of the power exponent of the pair potentials.

研究分野：確率論，統計力学，数理物理
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１． 研究開始当初の背景 
温度を変えると磁石（スピン系）が磁性を
失ったり，水が沸騰して蒸発するといった現
象には馴染み深い．このように温度などの巨
視的なパラメターが変化したとき，系が質的
に全く異なる状態に遷移する現象を相転移
といい，そのギリギリのパラメター値を臨界
点いう．特に系の「物差し」である相関距離
の発散を伴う臨界点付近では，様々な観測量
が冪的な特異性を示し，マクロとミクロの区
別がつかない（スケールフリー，フラクタル
的）．このような現象を臨界現象といい，そ
の冪指数たちを臨界指数という．実は，様々
な物理系は臨界指数の値をもとに分類でき
ると信じられている（臨界指数の普遍性）．
例えば，磁石は構成原子の種類や配合などに
よって異なる臨界点を取りうるが，臨界指数
の値は共通だと考えられている．さらに驚く
ことに，磁石と水は全く異なる物理系である
にも拘らず，それらは同じ普遍性クラスに属
することを示唆する実験事実がある．こうし
た臨界指数の普遍性を数理モデルを用いて
理論的に完全に理解することは，確率論，統
計力学，数理物理の重要課題の一つである．
臨界現象に関連した研究に対して，2006 年
にWernerが，2010年に Smirnovがフィー
ルズ賞を受賞したことも記憶に新しい． 
イジング模型と φ4モデルは，そうした臨界
現象を示すスピン系数理モデルの代表格で
ある．特にイジング模型は汎用性が高く，今
日一つのパラダイムを形成している．各スピ
ンの従う確率分布は二つのモデルでそれぞ
れ異なる（例えるなら「構成原子の種類が違
う」ということ）が，共に同じ普遍性クラス
に属するものと思われていて，数学・物理両
分野で長い間精力的に研究されてきた．例え
ば，2 次元正方格子ℤ2上の最近接イジング模
型の厳密解が Onsager によって発見された
のは 1944 年，その厳密解から分かる臨界現
象に確率幾何学的な新しい解釈を与えるこ
とに Smirnov が成功したのは最近のことで
ある．他方，d 次元正方格子ℤd上の最近接モ
デルが「鏡映正値性」と呼ばれる非常に強い
対称性を持つことを利用して，d＞4の臨界現
象が単純ランダムウォークによって評価で
きてしまうこと（このような単純な臨界現象
を一般に平均場臨界現象という）が 1970 年
代後半には知られていた．しかし，実際のス
ピン系は非局所的な交換相互作用も含んで
いて，鏡映正値性が成り立つと仮定すること
は非現実的であったために，この仮定を除外
することが長く待ち望まれていた．2007年，
坂井はランダムカレント表示と呼ばれる確
率幾何学的な表現を用いてイジング模型の
レース展開を導出し，鏡映正値性を仮定せず
に，高次元イジング模型の平均場臨界現象を
証明することに成功した．レース展開の手法
は非常に強力だが，実際に適用できる例は今
のところ限られている．イジング模型以外で
は，線形高分子の統計力学モデルである「自

己回避歩行」，ランダム媒質を記述する「パ
ーコレーション」，伝染病伝搬をモデル化し
た「コンタクトプロセス」などがある．しか
も，これらのモデルに対しては，レース展開
が高次元臨界現象を厳密に解析できる殆ど
唯一の手段である，というのが研究開始当初
の状況であった． 
 
２．研究の目的 
以上の背景を踏まえ，スピン系の臨界現象
をより深く理解すべく，以下 3課題の解決を
図った． 
課題（１）：冪的な交換相互作用で定義さ
れたイジング模型の臨界2点関数の漸近挙動
について．最近接モデルのような短距離相互
作用ではなく，スピン間の距離 r に関して
r-d-a（ただし a＞0；特に a≦2では 2次のモー
メントが発散）のようにゆっくり減衰する交
換相互作用の場合，臨界点直上における 2点
関数 G(o,x)（＝原点 oと x∈ℤdに居るスピン
の積の期待値）がどのような漸近的振る舞い
を示すのか明らかにする．a≠2の場合，レー
ス展開によって既に多くの傍証が集められ，
d＞2(a⋀2)のとき G(o,x)≈|x|a⋀2-d のように減
衰することが示されつつある．a＝2の場合は
対数補正が掛かるものと予想されるが，その
予想が正しいのか，正しければどのような補
正が必要なのかも同時に明らかにする． 
課題（２）：φ4 モデルに対するレース展開
について．KNを頂点数 Nの完全グラフとする．
実は，交換相互作用を Nの或る適当な冪でス
ケールしたℤd×KN上のイジング模型は，N が
十分大きいとき，ℤd上の φ4モデルを近似でき
ることが知られている（Simon-Griffiths の
構成法）．したがって，イジング模型に対し
て成功したレース展開の手法が，φ4モデルに
対しても成功する可能性が高い．我々はℤd×
KN上のイジング模型に対するレース展開を導
出し，その展開係数のN依存性を詳しく調べ，
最終的に（鏡映正値性を仮定せずに）高次元
φ4モデルの平均場臨界現象を証明する． 
課題（３）：イジング模型の 1-arm 指数に
ついて．原点を中心とする半径 rの d次元球
（⊂ℤd）内で臨界イジング模型を考え，原点
に位置するスピンの期待値 M(r)の漸近的振
る舞いを調べる．ただし，Brの外側は＋スピ
ンで埋め尽くされているものとする（＋境界
条件）．このとき 1-arm 指数と呼ばれる臨界
指数ρが存在し，M(r) ≈r -ρのように振る舞
うものと期待されている．我々は M(r)のラン
ダムカレント表示を導出し，課題(1)の結果
や パ ー コ レ ー シ ョ ン に 対 す る
Kozma-Nachmias の帰納法を応用して，高次元
ではρ＝1に退化することを証明する． 
 
３．研究の方法 
課題（１） 長距離相互作用モデルに対
するレース展開について共同研究を続けて
いる台湾の Lung-Chi Chen 教授と相互訪問
をし，研究打ち合わせを行なった．その結



果を纏めて論文を執筆．草稿は E メールで
やり取りした． 
課題（２） まず φ4モデルをイジング模
型で近似した先行研究を調査し，それを基
に細かい評価を積み上げ，論文を執筆．途
中，ランダムカレント表示の専門家
（Aizenman 教授）やレース展開の専門家
（Brydges 教授，Slade 教授）と個人的に意
見を交換した． 
課題（３） ランダムカレント表示に関
して共同研究を続けているオランダの
Heydenreich 教授と相互訪問をし，研究打ち
合わせを行なった．また，Oberwolfach（ド
イツ）で行なわれた研究集会の期間中も研
究打ち合わせを行なった．草稿やノートは E
メールや Dropbox でやり取りした． 
 
４．研究成果 
課題（１） イジング模型の臨界 2 点関
数だけでなく，自己回避歩行やパーコレー
ションの臨界 2 点関数も統一的に調べ，そ
れらの漸近挙動がモデルの詳細やパラメタ
ーa にどのように依存するのか明らかにし
た．具体的には，a＞2 のときは d＞2ℓ（自
己回避歩行とイジング模型のときはℓ＝2，
パーコレーションのときはℓ＝3）で臨界 2
点関数は漸近的にNewton核のように振る舞
い，a＜2 のときは d＞aℓで Riesz 核のよう
に振る舞うことを証明した．ここに現れた
次元の下限（＝(a⋀2)ℓ）は上部臨界次元と
呼ばれ，aの値によって変わることが我々の
先行研究で知られていたものである．さら
に，漸近的な振る舞いに現れる比例定数の
表現が a＝2を境に変わること（クロスオー
バー）も証明した．これらの結果は，後述
の雑誌論文①に収められている．また，後
述の研究集会⑤，⑪～⑬でも発表を行なっ
た．境界領域 a＝2については，現在も共同
研究者と意見交換を継続中である． 
課題（２） φ4 モデルをイジング模型で
近似する Griffiths-Simon 構成法を用い，
イジング模型の 2 点関数に対して得られて
いたレース展開と組み合わせて，φ4 モデル
の 2 点関数がみたす非線形方程式である
Schwinger-Dyson方程式を高次元で線形化
できることを証明．その結果，臨界 2 点関
数の漸近挙動を「繰り込み群」に頼らず導
出することに成功した．この結果は，後述
の雑誌論文②に収められている．また，途
中段階や完成版のアナウンスは，後述の研
究集会①～④，⑨，⑩で行なった． 
課題（３） 期待値 M(r)に関する相関不
等式を幾つか導出し，高次元で成立するこ
とが知られている臨界 2 点関数の評価を用
いて臨界指数ρが平均場の値 1 に退化する
ことを証明しようと試みたが，現在までの
ところ成功してはいない．その主要な原因
は，イジング模型が境界条件に強く依存す
ることにより，パーコレーションについて
知られているKozma-Nachmiasの方法が上手

く機能しないことにある．現在も共同研究
者間で情報を共有し，意見交換をしている． 
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