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研究成果の概要（和文）：本研究では以下の成果を得た。（１）偏微分方程式に関する微分作用素の逆作用素をノルム
評価するための精度保証法　（２）常微分方程式の解析のためのLyapunov関数を陽に構築する精度保証法　（３）多倍
長精度保証演算ライブラリLILIB の開発・実装
これに関する成果発表状況は、（１）については学術雑誌論文１件（査読付き）（２）については学術雑誌論文２件（
査読付き）（３）についてはWeb上での実装ライブラリの公開、および以上に関する口頭発表多数（成果内容報告では
主たるもの４件のみを挙げている）がある。

研究成果の概要（英文）：We have developed the following.
(1) Numerical verification methods for norm estimation of invers differential operators w.r.t. PDEs. (2) 
Validated methods of constructing Lyapunov functions w.r.t. ODEs (3) A library named LILIB for usage of 
interval multi precision arithmetic with guaranteed accuracy.

研究分野： 数値解析、精度保証付き数理計算

キーワード： 精度保証　偏微分方程式　常微分方程式　多倍長演算
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１． 研究開始当初の背景

 偏微分方程式の精度保証法は、九州大学の
グループ（佐世保高専校長・中尾教授を中心
とする）およびドイツ・カールスルーエ大学
のグループの Plum 教授らのグループがリー
ドして来た。当時はこのふたつのグループの
共同が進み、特に偏微分方程式の固有値問題
に関して顕著な成果が出ていた。発展方程式
の精度保証法については、線形化方程式の逆
作用素のノルム評価を利用する方法が中尾
らによって提案され、適用範囲の拡充が図ら
れていた。本課題研究代表者である山本は、
自らの手法との統合による改善法のアイデ
アをもって、中尾グループ内での恊働を始動
しようとしていた。
 力学系への精度保証法の適用は、
P.Zigliczynski, K.Mischaikow, W.Tucker らによ
つ研究を契機として急速に発展する段階に
あった。特に山本が提示した関数方程式に関
する Krawczyk 作用素に相当する一意性の精
度保証法が、ひろく用いられている状況であ
った。山本はこの手法をさらに一般化し、数
学的に整った形式の定理として発表したと
ころであった。また、力学系における不動点
近傍の解析手法として Lyapunov 関数に注目
し、双曲型不動点の場合に精度保証を用いて
Lyapunov 関数を構成する方法のアイデアを
持っていた。おなじころ、当時東北大に在籍
していた松江要氏（現・統計数理研究所）が
同様のアイデアを持っていること・発展方程
式のような無限次元問題への適用も視野に
入れていることを知り、共同研究を提案して
いた。
 多倍長精度保証法については、既存のもの
としては、多倍長演算ライブラリ MPFRに基
づく区間演算ライブラリ MPFI や京都大・藤
原による EXFLIBの区間バージョンなどが用
いられていた。これらはいずれも上端・下端
形式の区間表現を用いるものであった。これ
に対し、山本および山本の指導下にあった大
学院生の松田望は、中心・半径形式の区間表
現による多倍長演算のアイデアをもってい
た。これは、メモリーや計算速度の点で上
端・下端形式に対する原理的な有利さを持つ
方法である。しかしながら、具体的なライブ
ラリ構成の方法や精度に関する理論的な整
備はまだ不十分な状況であった。

２．研究の目的

本課題の主眼は、
「発展方程式に限定せず、微分方程式の精度
保証法に関連する諸技法を統合し、さまざま
な分野への応用のためのツールを開発する
こと」
に置く。具体的には、

（１） 微分方程式の精度保証に必要な技法
（線形化作用素のノルム評価、固有
値の被存在範囲の同定、検証条件に
関する反復法など）に関して整理・
改善・開発を行い、これらの実装に
ついてはコンピュータプログラムの
自動生成法を確立する。

（２） 無限次元力学系に関する精度保証法
と発展方程式の精度保証法との関係
を明確化し、ポアンカレ写像・コン
レイ指数といった力学系の概念の応
用や、双曲型不動点に対するニュー
トン・カントロビッチ型の精度保証
法の適用など、新しい技法の開発を
行なう。特に進行波解の解析に応用
出来るツールを備えたい。

（３）多倍長精度保証ライブラリの充実を図
る。前述したように、既存の主要なラ
イブラリはいずれも上端・下端形式の
区間演算に基づくものであり、中心・
半径形式を取るものは少ない。理論上
は中心・半径形式に基づく多倍長精度
保証法が優位であるので、その開発を
進めて、実用となるプログラムライブ
ラリを作成し、これを公開する。また、
需要の大きい複素数型の多倍長精度
保証法の開発も行なう。

（４）さらに、時間発展型の Navier-Stokes方
程式の解析ツールなど、本格的な応用
に向けてライブラリを発展させて行
く。

３．研究の方法

（１） 偏微分方程式の精度保証法の整備と
開発について

理論面では、中尾グループ内での恊
働を進め、特に線形化作用素の逆作
用素のノルム評価の方法について、
計算手法への依存性を中心とした解
析を行なう。またMATLABの諸機能
を利用して、精度保証プログラムの
自動生成法の開発を行い、公開して
利用形態を調査しつつさらに改善を
進める。

（２） 力学系の精度保証法について

統計数理研究所・松江らの協力を得
て、理論の整備・発展にあたる。ま
た Lyapunov関数に関する精度保証技
術をもとにして、発展方程式の精度
保証法の開発に寄与する。



（３） 多倍長精度保証ライブラリについて

京都大・藤原らなど多倍長演算の専
門家との共同研究を進め、精度保証
に必要なルーチンの整備・開発に努
める。完成したライブラリを公開し、
利用形態の調査を行なって改善を進
める。

４．研究成果 

（１） 偏微分方程式の精度保証法の整備と
開発について

PDE については、佐世保高専校長・
中尾教授や九州大学・渡部准教授ら
との恊働により、2階楕円型作用素の
逆作用素の存在を証明するための精
度保証法、および逆作用素のノルム
評価をおこなう技法を開発し、論文
を執筆・公刊した。微分方程式の精
度保証プログラム自動生成について
は、MATLAB上で数式処理を利用し
たものを開発し、山本研究室内での
運用を行なった。その結果、数式変
形が複雑でないものについては有効
で、精度保証研究に寄与できるもの
であることがわかった。一方で、座
標変換などを頻繁に行なうと数式表
現の膨張を引き起こし、計算時間が
多大になるなどの問題点が生じるこ
とも判明した。現在では、早稲田大
学・柏木氏との共同研究を模索して、
アフィンアルゴリズム等の利用を視
野に入れた研究を進めている。

（２） 力学系の精度保証法について

連続力学系および離散力学系に対し
て、その双曲型不動点の周辺での
Lyapunov 関数を精度保証法で確定す
る方法を開発した。これは、統計数
理研究所・松江要氏との共同研究で
あり、共著で学会発表などを行なっ
ている。さらに、不動点だけでなく
リミットサイクルの近傍での
Lyapunov 関数の構築にも成功し、現
在論文を執筆中である。また、
Lyapunov 関数の等位面を通過する解
集合をより効率的に捉える Lyapunov 
Tracing という精度保証技術を開発
した。これは、早稲田大学・大石お
よび高安らの研究に利用され、爆発
解の精度保証などに成功している。
さらに、ヘテロクリニック／ホモク
リニック軌道の精度保証のために、
Interval Simplex 理論を構築した。こ
れは、３次元以上のトポロジカルな
理論が必要とされる状況に対応する

ものである。以上については、学会
発表を行い、また論文を刊行もしく
は執筆している。

（３） 多倍長精度保証ライブラリについて

多倍長精度保証法については、中
心・半径形式を用いる演算法の理論
開発および実装方法の開発を、山本
研の大学院生である松田と共同で行
い、LILIBと名付けたライブラリを実
装して公開した。現在、実際的な問
題に使用してその性能評価を行ない
つつ、論文を執筆しているところで
ある。
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