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研究成果の概要（和文）：逆凸制約をもつ数理計画問題に対する代表的な解法としては, 外部近似法や分枝限定法など
が挙げられる。しかしながら, これらの手法では高々30次元の問題までしか有効な近似解を求めることができない。そ
こで, 本研究では, 区分的分離超平面生成法を導入することで, 80次元以上の問題に対しても有効な近似解を求めるこ
とができる逐次近似解法を提案した。また, 区分的分離超平面生成法を基に, 多目的計画の分野で扱われている重要な
問題の一つである弱有効解集合上での最適化問題に対する新たな反復解法の開発を行った。さらに，提案手法の有効性
を計算機実験で検証した。

研究成果の概要（英文）：In this study, we consider a global optimization problem (GRC) with a reverse 
convex constraint. For (GRC), many approximation algorithms based on outer approximation methods and 
branch-and-bound procedures have been proposed. However, since the volume of data necessary for executing 
such algorithms increases in proportion to the number of iterations, such algorithms are not effective 
for large scale problems. Hence, to calculate an approximate solution of a large scale (GRC), we propose 
new iterative solution methods. To avoid the growth of data storage, the proposed methods find an 
approximate solution of (GRC) by rotating a partial separating hyperplane around a convex set defining 
the feasible set at each iteration. Moreover, in order to improve the computational efficiency of the 
proposed methods, we utilize the polar coordinate system. Moreover, we apply the proposed algorithms to 
optimize a linear function over a weakly efficient set of a multi-objective programming problem.

研究分野： 数理計画
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１．研究開始当初の背景 
逆凸制約を持つ線形関数最小化問題は，右

図のように局所的最小解（解の近傍と実行可
能領域の共通部分上での最小解）が大域的最
小解（実行可能領域全体の最小解）であると
は限らない数理計画問題であり，大域的最小
解を求めることが困難な問題の一つとされ
ている。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図 1: 逆凸制約を持つ線形関数最小化問題 

 
また，多くの数理計画問題（凹計画，整数計
画，双線形計画，分数計画，相補性問題等）
がこのような問題に変換できることから，数
理計画の分野において，逆凸制約を持つ数理
計画問題に対する解法の研究は重要課題の
一つであると考えられている。さらに，実社
会においては，生産輸送問題や電力輸送ネッ
トワークシステムの運用費用最小化問題等
が高次な逆凸制約を持つ数理計画問題とし
て表わされることが知られている。しかし，
高次な問題に対して精度の高い近似解を求
めることができる解法が存在しないため，実
際には妥協策が用いられている。このため，
本研究の目的達成が必要とされていた。 
 
２．研究の目的 
本研究が対象とする問題に対し，凸多面体

逐次近似を用いたアルゴリズムが Tuy 研究
グループや本研究グループによって，分枝限
定法に基づくアルゴリズムが Horst, Dien 
研究グループによって提案されていた。また，
本研究グループはこれらの手法と異なる次
のアルゴリズムを提案していた。 

 
(ア) 区分的分離超平面を用いた大域的最適

化手法 
(イ) （ア）の手法に極座標系を用いること

で高速化を図ったアルゴリズム 
 
従来の凸多面体近似法では，実行可能領域

を与えている 2つの凸集合の共通部分に対す
る支持超平面の数を反復毎に増加させるこ
とで近似解を求めていた。一方, （ア）の手
法は実行可能領域を与えている 2つの凸集合
の境界集合を区分的に分離する超平面を 1つ
だけ生成し，反復毎にその分離超平面を更新
することで近似解を計算していた。このため, 

アルゴリズムの実行に必要なデータ量の大
幅な削減を実現し, 従来法よりも高次な問題
（変数の数が 30 までの問題）に対する近似
解の計算を可能にした。また, （イ）の手法
は（ア）の手法に極座標系を導入することで, 
区分的分離超平面が支持している凸集合の
境界点と逆凸制約を与えている凸集合の境
界集合との最短距離の下界値が効率的に計
算できるようになり, アルゴリズムの高速化
に成功した。 
本研究は, 上記（ア），（イ）の研究を基に,

次を目的とした。 
（１）区部的分離超平面生成方法の改善：ア
ルゴリズムの実行に必要なデータをすべて
極座標系の偏角ベクトルに変換することで
データ量の削減を行い，より高次な問題に有
効なアルゴリズムの開発を目指した。また，
制約条件を与えている関数の 2次近似や局所
的最適化手法を導入することで，区分的分離
超平面が支持している境界点と逆凸制約を
与えている凸集合の境界集合の距離の計算
効率を向上させ，さらなるアルゴリズムの高
速化を図った。 
（２）有効解集合上での凸関数最小化への応
用：凸集合上で複数の線形関数を最適化する
多目的計画問題の有効解集合は 2 つの凸集合
の差で近似できる。そこで，上記(1)の研究成
果と本研究グループのそれまでに発表した
成果を基に，有効解集合上での凸関数最小化
問題に対する新たな解法の開発を目指した。 
 
３．研究の方法 
（１）区部的分離超平面生成方法の改善：次
の文献を元に，Concavity-Cut に関する資料収
集を行った。 

R.Horst and H.Tuy, Global Optimization: 
Deterministic Approaches: Third Revised 
and Enlarged Edition, Springer, 1996. 

上記収集した資料を基に, Concavity-Cut を用
いて区分的分離超平面生成方法の改善し，極
座標を用いることでデータ量の削減を目指
した。また, 次の文献を元に 2 次近似や局所
的最適化の資料を収集した。 

Bazaraa, Sherali, Shetty 著, Nonlinear 
Programming: Theory and Algorithms 
Third Edition, Wiley-Interscience, 2006. 

上記収集した資料を基に, 制約関数の 2 次近
似や局所的最適化手法を導入し, 近傍半径計
算方法の改善を図った。さらに，改善したア
ルゴリズムの有効性を確認するために，計算
機実験を行った。 
 
（２）有効解集合上での凸関数最小化への応
用：次の文献を元に, 有効解集合上での最適
化問題に対する解法に関する資料収集を行
った。 

Konno, Phan, Tuy 著, Optimization on 
Low Rank Nonconvex Structures, 
Springer, 1997. 

上記収集した資料と区分的分離超平
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面生成法に関する研究生を基に, 有効
解集合上での凸関数最小化問題に対
する新たな解法の開発を試みた。また，
新たに開発したアルゴリズムの有効
性を確認するために，計算機実験を行
った。 
 
４．研究成果 
（１）区部的分離超平面生成方法の改善：対
象問題の実行可能領域は 2つの凸集合の差で
表せ，それら境界集合の共通部分上に大域的
最小解が存在する。（ア），（イ）で提案した
手法は 2つの凸集合の境界集合を区分的に分
離する超平面を順次更新し，最小解の近似解
を求めることを可能にした。そこで，
Concavity-Cut （ Host, Tuy 著 , Global 
Optimization, Springer, 1996 参照）の理論
を用いて区分的分離超平面の生成方法の改
善を図り，区分的分離超平面の生成回数, す
なわちアルゴリズムの反復回数の削減に成
功した。また，区分的分離超平面を決定する
法線ベクトル等を極座標系の偏角ベクトル
を用いて定義することで，実行に必要なデー
タ量の削減を可能にした。 
（２）区分的分離超平面上における分離領域
内の近傍半径計算方法の改善：（ア），（イ）
の手法では，各反復において区分的分離超平
面上で，暫定解を中心に 2 つの凸集合の境界
集合を分離している信頼領域の半径を計算
し，次の区分的分離超平面を生成する暫定解
を決定していた。したがって，分離領域内の
近傍半径計算方法の精度を向上させること
で，アルゴリズムの反復回数の削減を可能に
した。このため，制約条件を与えている関数
の 2 次近似や局所的最適化手法を導入し, 分
離領域内の近傍半径計算方法の改善に成功
した。これにより, 変数の数が 80 以上の問題
に対しても大域的最小値と許容誤差内の目
的関数値を持つ実行可能解を求めることが
可能になった。 
（３）有効解集合上での凸関数最小化への応
用：弱有効解集合上での凸関数最小化におい
て，従来法は多目的計画問題の制約集合が凸
多面集合の場合に限って有効であったが，こ
の制約集合が一般の凸集合で与えられた場
合でも近似解を計算できるアルゴリズムの
開発に成功した。また, この研究成果をさら
に発展させ, 制約集合が逆凸制約を持つ場合
にも有効なアルゴリズムを構築した。新たに
構築されたアルゴリズムは，対象問題を 2 つ
の部分問題に分割し, それぞれの部分問題に
対して外部近似法と分枝限定法に基づく異
なる操作を行うことで，大域的最適解に対す
る精度の高い近似解を求めることを可能に
した。このアルゴリズムの有効性は計算機実
験により，確認した。 
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