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研究成果の概要（和文）：本研究課題において，周期的ではない空間構造を有する媒質・環境における界面の複雑な時
空間ダイナミクスを理解するために，強順序保存力学系における非有界な全軌道の挙動に関する一般論の構築など，新
たな解析手法の開発を行った。また，質量保存性やエネルギー散逸性などの変分構造を有する界面ダイナミクスの諸問
題に対し，離散化後も同様の構造を持つ数値スキームを提案し，精密かつ安定的に界面を数値的に追跡することに成功
した。

研究成果の概要（英文）：In this research project, for understanding the mechanisms of complex 
spatio-temporal dynamics of interfaces in spatially non-periodic media or environments, we developed new 
mathematical methods including a general theory for the behavior of unbounded global orbits in a class of 
strongly monotone semiflows. Furthermore, for various problems on interfacial dynamics with variational 
structure such as mass conservation and energy dissipation, we proposed stable numerical schemes having 
the same characteristic properties as the original problems do.
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１．研究開始当初の背景 
物理的・化学的に均一な状態である２つの

相の接触面(境界面)は界面と呼ばれ，その動
的ダイナミクスに関する問題は結晶成長な
どさまざまな物理・化学・生物モデルに頻繁
に現れる。界面の運動を記述する方程式(界面
方程式)の多くは非線形偏微分方程式系の最
高階の項に含まれる微小パラメータの値を 0
に近づける特異極限の操作によって導出で
きる。  
界面の時間的挙動や空間相互作用に対す

る数理解析は形態形成の問題の解明とも関
連しており，これまで活発に研究がなされて
きたが，その多くは界面運動が生じる環境が
空間的に一様な場合に限られており，空間非
一様な環境における界面運動に関する研究
は周期的環境などの限られた場合にのみ行
われており，準結晶などの非周期的空間構造
が界面運動に与える影響についてはほとん
ど明らかにされていなかった。 

 
２．研究の目的 
本研究の目的は，準結晶のような周期的で

はないが秩序的な空間構造を有する媒質・環
境において時々刻々と変化する界面の複雑
な時空間ダイナミクスを，数理解析的手法と
数値的手法を相補的に用いて解明すること
である。特に，以下の問題（１）～（４）に
対し，非周期的媒質・環境が界面運動にどの
ような影響を与えるかという問題に焦点を
当て，その解明のための解析手法や数値計算
法の開発を推進する。 

 
（１）非周期的な境界形状を持つシリンダー
領域を進行する界面の伝播速度の漸近解析
的研究。 
 
（２）異方性を考慮した結晶表面におけるス
パイラル状界面や V 字形界面の存在，および
その定性的性質の研究。 
 
（３）問題（１）および（２）における界面
運動に対する数値計算手法の開発，および，
その安定性・収束性に関する研究。 
 
（４）順序保存力学系の一般論構築による，
界面方程式および関連する非線形偏微分方
程式の平衡解・時間周期解の存在，およびそ
の安定性解析。 
 
３．研究の方法 
 研究の目的において挙げた問題（１）～
（４）それぞれについて以下のような方法で
研究を行った。 
 
（１）解の挙動を精密に評価する比較関数を
構成することにより，準周期的な環境の空間
構造を細かくするという極限(均質化極限)に
おいて，進行界面の伝播速度が収束するオー
ダーと準周期的環境の秩序構造，特に周期の

個数との関係を明らかにする。 
 
（２）これまでに一様環境の場合に得られて
いる結果を詳細に検討し，非一様な場合にも
適用可能な部分と適用不可能な部分の切り
分けを行うとともに，スパイラル状や V 字形
の多角形曲線の運動を記述する常微分方程
式の詳細な解析により，解曲線が自己交差し
ないこと，および解曲線の辺が縮退しないこ
とを示す。 
 
（３）質量保存性，エネルギー散逸性や面積
保存性，曲線長短縮性などの系が有する変分
構造に着目し，離散変分導関数法などを用い
て，離散化後も同様の変分構造を持つ数値ス
キームを導出することにより，精密かつ安定
的に界面を数値的に追跡する。 
 
（４）非線形放物型方程式の平衡解や時間周
期解の存在証明は不動点定理や変分的手法
によって行われ，その安定性解析はリヤプノ
フ関数の構成や解の周りの線形化固有値を
調べることにより通常行われるが，順序保存
力学系の一般論の構築により，比較定理の成
立と保存量の存在だけから平衡解や時間周
期解の存在証明およびその安定性解析を行
う。 
 
４．研究成果 
 各問題に対し，以下のような成果が得られ
た。 
 
（１）について： 
①非周期的な境界形状を持つシリンダー領
域を進行する界面について，界面の挙動を精
密に評価する比較関数を構成することに成
功し，それを利用して進行界面の伝播速度を
ある程度精密に評価することができた。これ
により，２重周期的な環境の空間構造を細か
くするという均質化極限においては，進行界
面の伝播速度がその均質化極限に収束する
最適なオーダーを少なくとも形式的には得
ることができた。 
 
②”virtual pinning case”と呼ばれる非常に
ゆっくりと界面が進行する場合の界面運動
の定性的性質を明らかにした。 
 
（２）について： 
①非等方的な結晶成長を記述する駆動力つ
きクリスタライン曲率流方程式の解として
現れるスパイラル状の多角形曲線の時間変
化を調べ，解曲線が自己交差しないこと，お
よび解曲線の辺が有限時間で縮退すること
なく時間大域的に存在することを示した。さ
らに，方程式を非線形に拡張した場合にも同
様の結果が得られることを証明した。 
 
②曲率流方程式に関連するある準線形放物
型方程式の爆発解の性質を調べ，ある積分量



に単調性が現れることを示した。 
 
（３）について： 
①曲率流方程式に代表される移動境界問題
に対する安定かつ効率的な数値スキームの
の構築方法を確立した。特に，面積不変性や
曲線長短縮性などの変分構造を持つ移動境
界問題に対し，その変分構造を離散化後も保
つような数値スキームを提案し，特に一様環
境の場合には，移動境界問題特有の幾何学的
形状に起因する数値的不安定性を取り除く
ことに成功した。また，非等方的曲率に依存
した界面運動を記述する平面多角形の発展
方程式に対しても複雑な界面の挙動が非常
によい精度で安定的に追跡できることを確
認した。 
 
②異種のポリマー鎖を化学結合でつなげた
ブロックポリマーのミクロ相分離を記述す
る，非局所項を持つ４階の非線形放物型方程
式に対し，質量保存性・エネルギー散逸性と
いう元の方程式が有する構造を保存する離
散変分法に基づく数値スキームを構築し，そ
の安定性および収束性を証明した。 
 
③一般化されたギンツブルグ・ランダウ自由
エネルギーの勾配流として得られる６階の
Cahn－Hilliard 型方程式に対し，質量保存性
およびエネルギー散逸性という元の方程式
が持つ性質を保存する数値スキームを離散
変分導関数法に基づいて構築し，その安定性
を示した。 
 
④BZ 反応に現れるスパイラル運動，転位現象
に現れる転位曲線の運動，時間に依存した隙
間をもつHele-Shaw流れの境界要素法による
数値計算や，Hele-Shaw 流れの内部問題，外
部問題，あるいは吸い込み口や湧き出し口の
ある場合の問題について，代用電荷法を用い
た数値解法について研究し，その有用性に関
する結果を得た。 
 
（４）について： 
①結晶成長にみられるスパイラル状の界面
運動を記述する反応拡散方程式を含む，より
一般の準線形放物型方程式について考察し，
順序保存力学系における非有界な解軌道の
挙動に関する一般論を展開することでスパ
イラル状の解の一意存在や大域的漸近安定
性を示した。 
 
②何らかの時間不変量を持つ反応拡散方程
式などの比較定理と保存則が成立する非線
形偏微分方程式系に対し，安定な平衡解（あ
るいは時間周期解）の存在と一意性，および
任意の初期値から出発した解の時間大域的
な挙動を，順序保存力学系の一般論を構築す
ることにより明らかにした。これにより，時
間遅れの入ったLotka－Volterra競争系や保
存量をもつ退化放物型方程式など，幅広い問

題に対し平衡解や時間周期解の安定性解析
が可能となった。 
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