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研究成果の概要（和文）：公理的集合論の研究において, アレフ数2以上の無限基数のもつ組合せ的性質は, そ
れ以下の無限基数に比べて解明されていない点が多い. 本研究では, アレフ数2以上の無限基数のうち比較的小
さいものたちのもつ組合せ的性質の, いろいろな強制拡大の下での不変性を詳しく調べた. その結果, 強制公理
と呼ばれる集合論のよく知られた一連の公理たちが, どのような種類の半順序集合による強制拡大によってどの
程度保存されるかという問題を中心に, いくつかの重要な知見を得ることができた.

研究成果の概要（英文）：In the study of axiomatic set theory, combinatorial properties of infinite 
cardinals greater than or equal to aleph 2 are less understood than those of smaller cardinals.　In 
this research, we studied invariance of combinatorial properties of relatively small infinite 
cardinals greater than or equal to aleph 2 under various forcing extensions.　As a result, we 
obtained several significant consequences, mainly about problems to what extent and with what sort 
of partially ordered sets well-known axioms of set theory　called forcing axioms are preserved under
 forcing extensions.

研究分野： 公理的集合論
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１. 研究開始当初の背景 
(1)ゲーデルのプログラム 
自然数全体の集合の濃度と実数全体の濃度
の中間の大きさを持つ無限濃度は存在しな
いという主張である連続体仮説が, ゲーデル
とコーエンによって集合論の標準的な公理
系である(選択公理を伴う)ツェルメロ・フレ
ンケルの公理系(ZFC)から証明も反証もでき
ない(独立である)ことが示されて以降, 無限
組合せ論についての多くの命題が同様に
ZFCから独立であることが示されてきた. 一
方, ZFC に自然な公理を追加して, それらの
独立命題の真偽を決定しようとする試みも
続けられている. なかでもゲーデルは, 非常
に大きく強い性質を持つ無限濃度の存在を
仮定する(巨大基数公理)ことで, 連続体仮説
の真偽を決定できるのではないかと考えて
いた. その後, この予想は文字どおりには正
しくなかったものの, 巨大基数公理やそれに
似た性格を持つ公理を仮定することで, 実数
をはじめ無限についてのさまざまな命題の
真偽が決定できることが知られてきており, 
巨大基数公理や類似の公理を用いた無限の
研究は, 現代集合論の大きな流れの一つにな
っている. 本研究グループの一連の研究も大
きくはこのような流れの一環と位置付ける
ことができる. 
 
(2)本研究以前の我々の研究 
本研究以前に我々は, アレフ数 2 以上の無限
基数のもつ組合せ的性質が, しばしばより小
さい無限基数のもつそれとは異なる様相を
示すことに着目し, それらの対象について幾
つかの成果を得てきた. 例えば, 科研費若手
研究(B)「アレフ数 2 以上の無限基数上の組合
せ論と巨大基数公理」（平成 17〜19 年度, 課
題番号 17740053）の補助の下では, 代表者
と König の共同研究により, 巨大基数公理
に類似の性質を持つ公理である強制公理が
どの程度アレフ 2閉な半順序集合による強制
法で保たれるかを明らかにし, また, 代表者
と嘉田, 友安との共同研究で, 距離付け可能
な位相空間のコンパクト化にまつわる基数
不変量の性質についても明らかにするなど
した. これに続いて, 基盤研究(C)「中規模無
限基数上の組合せ論」（平成 20〜24 年度, 課
題番号 20540114）の補助の下では, 代表者
とAsperó, Krueger との共同研究で, 可算集
合族上の反映原理と呼ばれる無限組合せ論
的命題の否定と上述の強制公理との両立性
を明らかにし, 位相空間のコンパクト化にま
つわる基数不変量についても代表者と嘉田
との共同研究によってより構造的な理論を
構築した. さらに代表者は先述の König と
の共同研究を発展させ, ゲームの概念を用い
て記述されたアレフ２閉より弱い性質を持
つ半順序集合による強制法によって, 固有強
制法公理(PFA)と呼ばれる強制公理が保存さ
れることを見出した. 
これらの研究を通じて, 我々は, アレフ 2 以

上の無限基数上の組合せ論を考えるにあた
っては, 関連する組合せ的構造や位相構造の
強制法に対する不変性が重要な鍵を握ると
思い至った. 
 
２．研究の目的 
以上を踏まえ, 本研究では, アレフ数 2 以上
の比較的小さい基数上の組合せ的構造や位
相構造のさまざまな強制法に対する不変性
の程度を調べることを目的の中心に据えた. 
より具体的には, 以下の(1)(2)二つの範疇で
研究に取り組むことにした. 
(1)強制公理を保存する強制法 
強制公理とは, あるクラスの半順序集合に対
し, 十分にジェネリックなフィルターが存在
することを主張する公理であり, 比較的小さ
い無限基数の組合せ論に直接影響を及ぼす
一方で, 十分強い強制公理は巨大基数公理に
似た性質を有しており, ZFC を拡張する公理
の候補としてしばしば検討されるものであ
る. 本研究では, 特に固有強制法公理(PFA)
と呼ばれる強制公理を中心に, それを保存す
る強制法のクラスで可能な限り包括的なも
のを調べることを目的の一つに掲げた. 
(2)位相空間の諸性質を保存する強制法 
リンデレフ性やパラコンパクト性など位相
空間の被覆についての性質が, コーエン強制
やランダム強制などよく知られた幾つかの
強制法のもとで保存されることはトールや
岩佐などの先行研究によって知られていた
が, 逆にこれらの性質を保存しない強制法が
どのようなものか, またメタコンパクト性な
ど他の被覆についての性質がどのような強
制法のもとで保存されるかについて明らか
にすることを目的の一つとした. 
 
３．研究の方法 
組織としては, 研究代表者を含む名古屋近
辺の研究メンバーからなる統括部門を置き, 
この下に研究の目的(1)(2)のそれぞれにつ
いて研究するチームを編成する構成をとっ
た.各部門のメンバーは以下の通りである. 
 
統括部(名古屋集合論セミナー):吉信, 宮元, 
松原 
 
グループ(1):吉信, 渕野, 酒井, 薄葉, 
König 
 
グループ(2)：吉信, 嘉田, 友安, 薄葉 
 
統括部は定期的に名古屋集合論セミナーを
開催し, 各研究グループの進捗や国内外の
最新の研究動向についての情報を蒐集, 共
有し, 研究の方針の大枠についての判断を
行った. 各グループでは, それを参考に, 
代表者が主体となって研究を進め, 適宜他
のメンバーの助言を得た. 
遠方のメンバーとの意思疎通は電子メール
による他, 相互の訪問や, 研究集会の機会



などを利用した研究打ち合わせによった. 
 
下記の長期間の研究打ち合わせを実施した. 
(1)2013 年 10 月 16日〜11 月 4 日: 
Bernhard Königが名古屋大学を訪問, 主に研
究の目的欄のテーマ(1)について議論した. 
 
４．研究成果 
(1)(研究の目的欄のテーマ(1)に関連) 
与えられた半順序集合に対し, 二人のプレ
ーヤーが交互により小さい要素を選んで行
き, 後手が手詰まりになることなくこれが
所定の回数続けられた時に後手の勝ちとす
る, というゲームをこの半順序集合上のバ
ナッハ・マズアゲームという. 長さ(ω1+1)
のバナッハ・マズアゲームにおいて,後手が, 
先手のそれまでの差し手のブール下限値と
今何手目かの情報にのみに依存する必勝法
を持つような半順序集合を作戦的閉である
という. また, 通常のバナッハ・マズアゲー
ムと異なり, 先手が各手番で単一の要素で
はなく可算集合を選んでそのブール下限値
を通常のゲームの差し手のように用いるゲ
ーム(＊ゲームと呼ぶ)を考えるとき, 後手
が,先手のそれまでの差し手の和集合のみに
依存する必勝法を持つような半順序集合を
＊戦術的閉, その情報に加えて今何手目か
の情報も用いる必勝法を持つような半順序
集合を＊作戦的閉という. ＊作戦的閉は＊
戦術的閉と作戦的閉のいずれよりも広い概
念である.代表者の以前の研究により,＊作
戦的閉な半順序集合による強制法は, 強制
公理の一つである固有強制法公理(PFA)を保
つことがわかっていたが, ＊作戦的閉が作
戦的閉より真に広い概念であるかどうかが
不明であった. これに関して, 本研究期間
中に次のことがわかった. 
① MA+(ω1 閉)と呼ばれる強制公理の下では,

＊戦術的閉な任意の半順序集合による強
制法により MA+(ω1閉)からの帰結である
チャン予想が保存される. 一方作戦的閉
な半順序集合による強制法ではチャン予
想を保存しないことがある.従って, 作
戦的閉性は＊戦術的閉性を含意しない. 

② MA+(ω1 閉)の下では,作戦的閉な任意の
半順序集合による強制法によって SCP-と
呼ばれる組合せ的命題を強制することは
できない. 一方＊戦術的閉な半順序集合
による強制法では SCP-を強制することが
ある.従って, ＊戦術的閉性は作戦的閉
性を含意しない. 

③ ①②より, ＊戦術的閉と作戦的閉は互い
に独立な概念であり,特に＊作戦的閉は
これらのいずれよりも真に広い概念であ
る. 

 
(2) (研究の目的欄のテーマ(1)に関連) 
上述の SCP-とは, ω２未満の各極限順序数に
対し, その共終で可算な部分集合を対応さ
せる列で, ω1 共終なω２未満の各順序数に

対し, そのある閉共終部分集合上で包含関
係に関して単調増加かつ連続となるような
ものが存在するという主張であるが, この
命題の自然な拡張として, 「単調増加かつ連
続」に加えて「和集合がその順序数に一致す
る」を要求したものを SCPf

-,「単調増加かつ
連続」に加えて「終拡大」を要求したものを 
SCPe

-と呼ぶとき, 次のことがわかった. 
① SCPf

- は SCP- と CP の連言と同値である. 
特に, SCPf

- は PFA と両立する. ただし, CP 
とは登攀可能性原理と呼ばれる組合せ的原
理で, SCP- が＊戦術的閉な半順序集合に対
するマーティン型公理として特徴付けられ
るのと同様に, CP は作戦的閉な半順序集合
に対するマーティン型公理として特徴付け
られる. 
② SCPe

- も SCP- と CP の双方を含意し, 従
って SCPf

- を含意するが, さらに AP と呼
ばれる命題も含意する. AP は PFA から否定
されることがわかっているので, SCPe

- は 
PFA と両立せず, SCPf

- より真に強い. 
③ 先述の＊ゲームをさらに改変して, 先手

が, 後手の直前の差し手より小さい要素
からなる可算集合を選ぶゲーム(＊＊ゲ
ームと呼ぶ)を考え, ＊ゲームのときと
同様にして＊＊戦術的閉, ＊＊作戦的閉
の概念を考えることができるが, このと
き SCPe

- は＊＊戦術的閉な半順序集合に
対するマーティン型公理と同値である. 
このことから, ＊＊戦術的閉のクラスは
＊戦術的閉のクラスより真に広いことも
わかった. 

さらに, 代表者と König との共同研究で, 
次を得た. 
④ PFA の下で, SCPe

- を強制する自然な強制
法を行うと, PFA の帰結であるω２アロンシ
ャイン木の非存在が保存される. 従って, 
SCPe

- はスクエア原理(ω２アロンシャイン木
の存在を導く)を含意しない. 
 
(3)(研究の目的欄のテーマ(2)に関連) 
T1分離公理を満たすコンパクト空間で, 基数
を保ち実数を付加するような任意の強制法
を行うと, コンパクト性よりずっと弱いメ
タコンパクト性さえ失うような例を発見し
た.リンデレフ性や T2 パラコンパクト性など
の位相空間の被覆についての性質は, コー
エン強制やランダム強制など実数を付け加
える性質のよい強制法のもとで保存される
ことは, トールや岩佐などの先行研究で知
られており, メタコンパクト性についても
この種の保存性があるかを問う岩佐の問題
に否定的な解答を与えた.   
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