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研究成果の概要（和文）：（１）２元の正方分割表あるいは多元分割表において対称性や非対称性に関するいくつかの
モデルを提案した．（２）対称性や非対称性のモデルを2つ（あるいは３つ以上）のモデルへの分解定理を与えた．（
３）対称モデルの分解において適合度検定統計量の直交分解を与えた．（４）正方分割表において対称性（あるいは非
対称性）のモデルからの隔たりを測る尺度を提案した．（５）連続型多変量解析として多変量確率密度関数関しての対
称な確率密度関数を提案し，対称確率密度関数の分解を与えた．

研究成果の概要（英文）：(1)For two-way square contingency tables or multi-way contingency tables, we have 
proposed some models of symmetry or asymmetry; (2) we have given decomposition theorem of symmetry 
(asymmetry) model into two (or three more) models; (3) we have given the orthogonal decomposition of 
goodness-of-fit test statistic for the symmetry (or asymmetry) model; (4) we have proposed some measures 
for symmetry (or asymmetry); and (5) for continuous multivariate analysis, we have proposed the symmetry 
of multivariate probability density function, and given its decomposition.

研究分野： 数理統計学

キーワード： 分割表統計解析

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 

行分類と列分類が同じ正方分割表において

未知のセル確率の対称性や非対称性の構造を

述べたモデルは，著者の研究も含めていろい

ろと提案されている．特に，Bowker(1948)の

対称（S）モデル，Causinuss(1965)の準対称

（QS）モデル，Stuart(1955)の周辺同等（MH）

モデルは，正方分割表解析の分野では良く知

られている．また，これらは対称性の構造を

述べたモデルである． 

一方，非対称性の構造を述べたモデルとし

て，McCullagh(1978)の条件付き対称モデル，

Goodman(1979)の対角パラメータ対称モデル

やAgresti(1983)の線形パラメータ対称モデ

ルなどがある． 

また，モデルの分解としてCausinuss(1965)

の「Sモデルが成り立つための必要十分条件は，

QSモデルとMHモデルの両方が成り立つことで

ある」という分解定理は良く知られている．

正方分割表解析における種々の対称性や非対

称性のモデルに関しては，たとえば，富澤(2

006,日本数学会「数学」の論説)に詳細に述べ

られている．これらのモデルは，分割表にお

ける主対角線に関する対称性や非対称性のモ

デルである．一方，Wall and Lienert (1976)

は分割表の中心点（あるいは中心セル）に関

する点対称性を示すモデルを提案した．Tomi

zawa(1986)は対称と点対称を同時に見る二重

対称モデルを提案した． 

一方，３元以上の多元分割表における対称

性や非対称性のモデルの研究はあまり進んで

いない．上記のCaussinass(1965)の２元（正

方）分割表の研究の多元分割表への拡張は, 

Bhapkar and Darroch(1990)により多少は考

えられている．Tahata and Tomizawa (2008)

は，多元分割表において点対称（PS）モデル，

準点対称（QPS）モデル，周辺点対称（MPS）

モデルを新たに導入し，「PSモデルが成り立

つための必要十分条件は，QPSモデルとMPSモ

デルの両方が成り立つことである」というPS

モデルの分解定理を与えた．しかし，多元分

割表において，種々の非対称性の構造を述べ

るモデルや非対称モデルの分解の研究は進ん

でいない． 

データ解析を行うとき，関心あるモデルが

成り立たないときは（適合度が悪いとき），

さらに条件を緩めたモデルの当てはめや残

差分析などに一般には関心がある．しかし，

相関係数のようにモデルからの（関心ある）

最大の隔たりの構造を定義し，その最大の隔

たりの方向へ向かって，関心あるモデルから

どれくらい確率構造がずれているのかを測

ることにも大変関心がある．２元分割表にお

いて対称モデルからの隔たりを測る尺度を

導入したのは，世界で著者(Tomizawa,1994)

が提案したのがはじめてである．その後，周

辺同等モデルからの隔たりを測る尺度も著

者 (Tomizawa, 1995)が提案した．その後，

いくつかの対称性に関する尺度を提案した

（たとえば富澤(2006,日本数学会「数学」の

論説)を参照されたい）． 
 
２．研究の目的 
（１）多元分割表解析において，種々の対称

性や非対称性を述べるセル確率に関する一般

的な対称性のモデルのクラス(GSと記す)を導

入し，更に分割表の内部の確率構造に関する

一般的な（たとえばオッズ比に基づく）準対 

称モデル(GQSと記す)と周辺確率に関する一

般的周辺対称モデル(GMと記す)のクラスを導

入すること，特に「GSモデルが成り立つ必要

十分条件は，GQSモデルとGMモデルの両方が同

時に成り立つことである」という分解定理を

考える． 

（２）多元分割表で，一般的対称性，非対称

性モデルからの隔たりを測る尺度とその分解

を考える． 

（３）多元分割表で，GSモデルのGQSモデルと

GMモデルへの分解を導入する際，グラフィカ

ルモデリングとの関係を考える． 

（４）多元分割表で，幾何学的アプローチか



ら対称性のモデルの直交性を考える． 
 
３．研究の方法 
（１）多元分割表で種々の対称性モデルを含

む一般的な対称性のモデル（クラス）を提案

する. 

（２）多元分割表において一般的な対称性モ

デルに対する分解を与える． 

（３）多元分割表において対称性や非対称性

からの隔たりを測る尺度を提案する． 

（４）グラフィカルモデリングに関する文献

講読，分離可能モデルにおける対称性のモデ

ルの分解を考える．  

（５）情報幾何学に関する文献講読，情報幾

何学的アプローチからの直交概念を研究す

る． 

（６）多次元離散データ収集（または連続デ

ータで離散型のデータに直す）・文献調査する． 

（７）研究成果を論文にまとめ，学術雑誌へ

投稿する 

（８）学会，シンポジウム等で研究発表する． 
 
４．研究成果 

（１）正方（2 元）または多元分割表での

種々の対称性（非対称性）に関するモデル

を提案した．具体的には，例えば，Bowker 

(1948)の対称モデルを拡張したモデルとし

て McCullagh (1978)のパリンドロミック

(palindoromic)対称モデルがあるが，本研

究ではそれらのモデルを含む一般化したパ

リンドロミック対称モデルを提案した． 

また，正方分割表解析において 2 変量 t

分布型対称モデルを提案した．これまで 2

変量正規分布型対称モデルは著者が過去に

提案したが，本研究ではそれとは異なるモ

デルである．提案したモデルは，潜在連続

分布として２変量 t 分布が考えられる場合，

切断点を設けて分割表を作成し，離散型分

布にすると良く適合するモデルである．こ

れらのモデルの有用性はシミュレーション

でも示し，非常に優れたモデルであること

を示した． 

また，正方分割表において，不完備型対

称モデルも提案した．このモデルは，完備

型対称モデル（従来の対称モデル）が成り

立たない場合に，それよりも制約の弱いモ

デルで有り，主対角線に関していくつかの

対称なセルを除いての確率の対称性を示す

モデルである． 

さらに，順序カテゴリ正方分割表におい

て拡張した非対称モデルを提案した．具体

的には，McCullagh (1978)のパリンドロミ

ック対称モデルを一般のｍ個のパラメータ

をもつ拡張パリンドロミック対称モデルを

提案した．そして具体例として，父親とそ

の息子の学歴データに提案したモデルが良

く当てはまることを示し，また提案したモ

デルの有用性を示した． 

一方，順序カテゴリ正方分割表において

修正（拡張でなく）パリンドロミック対称

モデルを提案した．拡張パリンドロミック

対称モデルは，対称的な累積確率の対数比

率がカテゴリの多項式として表せるのに対

して，修正パリンドロミック対称モデルは，

対称的な累積確率の比率が多項式として表

せるというモデルである．これらのモデル

が良く適合する例も与えた． 

また，順序カテゴリ正方分割表において

Tomizawa (1992)は対角指数対称モデルを

提案したが，本研究ではその拡張である準

対角指数対称モデルを提案した．そして，

対角指数対称モデルは準対角指数対称モデ

ルと平均一致モデルの両方が成り立つこと

であるという定理を与えた．また，モデル

の適合度を示す検定統計量の直交性が成り

立つことも証明付きで示した．シミュレー

ションにより提案したモデルやモデル分解

の有用性を示した． 

正方分割表や多元分割表の解析において，

対称性や非対称性の確率構造を探るモデル

はこれまであまりなく，本研究で提案され

たモデルは多元分割表データを解析する上



で今までの解析法では得られなかった詳細

な解析ができ，今後これらの研究成果は多

くの研究に応用されると期待できる． 

（２）正方分割表において対称性の 3 つの

モデルへの分解を提案し，対称モデルが成

り立つための必要十分条件は，累積２比パ

ラメータ対称モデル，グローバル対称モデ

ルと周辺平均一致モデルが成り立つことで

ある，という定理を与えた．また，別の分

解として，対称モデルが成り立つために必

要十分条件は，パリンドロミック対称モデ

ル，周辺平均一致モデルと累積部分対称モ

デルが成り立つことである，という定理を

与えた．更には，別の分解として，対称モ

デルが成り立つための必要十分条件は，修

正パリンドロミック対称モデル，周辺平均

一致モデルと累積対称モデルが成り立つこ

とである，という定理を与えた． 

 モデルの分解を用いた研究はこれまであ

まりなく，本研究で得られたモデルの分解

に基づく新しいデータ解析法は，従来の解

析法では得ることのできない詳細なデータ

解析を可能とするものである． 

（３）分割表解析は離散型多変量解析であ

るが，連続型多変量解析として，多変量密

度関数に関して対称的な確率密度関数を提

案し，対称確率密度関数の分解を与えた．

具体的には準対称密度関数を提案し，対称

密度関数が成り立つための必要十分条件は，

準対称確率密度関数と周辺対称密度関数の

両方が成り立つことである，という定理を

与えた． 

更に，多変量点対称密度関数，準点対称

密度関数，そして周辺点対称密度関数を提

案し，点対称密度関数が成り立つための必

要十分条件は，準点対称密度関数と周辺点

対称密度関数が成り立つことである，とい

う定理を与えた．また，多変量正規分布に

対してそれらの関係がどのようになってい

るのかを示した． 

（４）正方分割表において対称性（非対称

性）のモデルが成り立たないとき，そのモ

デルからの隔たりがどの程度なのかを測る

尺度を提案した．周辺の行確率分布と列確

率分布の同等性（周辺同等性または周辺対

称性）からの隔たりを測る尺度を提案した． 

 また，Arimoto エントロピーを用いて対

称性からの隔たりを測る尺度を提案した． 

 更に，2 元あるいは多元分割表において，

予測誤差に関する比例縮小度を測る尺度を

与えた．例えば，２元分割表において目的

変数Yを予測するのに，説明変数Xの値（情

報）を知らなかったときよりも知ったとき

の方が，予測誤差がどれくらい縮小するの

かを測る尺度を順序カテゴリの場合に提案

した． 

 尺度は未知なので，提案した尺度の推定

法も与え，そして推定した尺度の近似分散

を理論的に求め，尺度の信頼区間を理論的

に導出した．さらに，具体的にいくつかの

実データに適用し，提案した尺度の有用性

を示した．特に異なるいくつかのデータに

対してモデルからの隔たりの程度を比較す

るのに提案した尺度は極めて有用である． 

（５）グラフィカルモデリングに関する文

献調査と基礎研究を行い，基礎知識を深め，

対称モデルとの関係を考察した． 

（６）情報幾何学に関する文献調査と基礎

研究を行い，基礎知識を深め，対称性のモ

デルの直交分解，つまり，検定統計量の漸

近的直交性との関係を考察した． 

（７）研究成果を論文にまとめ海外の査読

付き学術雑誌や国内の査読付き学術雑誌へ

投稿し，査読結果に基づき修正し，論文と

して発表した．また，現在も関連ある研究

を継続中である． 

（８）研究成果を日本数学会や日本統計学

会，応用統計学会，日本計算機統計学会な

どの統計関連の学会や統計関連の科研費に

基づくシンポジウムで発表した． 
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