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研究成果の概要（和文）：一般的な空間である荷重付きディリクレ空間上の作用素、テープリッツ作用素、合成作用素
がいつ閉値域を持つのかを特徴付けを行った。ベルグマン空間上での掛け算作用素に関しては勿論、一般的な空間であ
る荷重付きディリクレ空間上の掛け算作用素が閉値域を持つ必要条件に関する必要十分条件に関しては知られているが
、テープリッツ作用素、ハンケル作用素がいつ閉値域を持つのかに関しては殆ど知られていない。そこで、シンボルを
解析函数に限定して、サンプリング集合の特徴付けを行い、その解析結果を利用して、テープリッツ作用素及びハンケ
ル作用素がいつ閉値域を持つかに関する結果を得た。

研究成果の概要（英文）：I researched the operators on the weighted Dirichlet spaces. In particular, I 
studied the Toeplitz operator and the Hankel operator on the weighted Dirichlet space with the closed 
range. It is well-known with respect to the closed range multiplication operator, but there is no result 
with respect to the closed range Toeplitz operator and Hankel operator on the weighted Dirichlet space. 
So I studied the sampling set with respect to the analytic symbol multiplication operator. Moreover I get 
the results when Toeplitz operator and Hankel operator have the closed range on the weighted Dirichlet 
spaces.

研究分野： 関数論
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１．研究開始当初の背景 
 
荷重付きベルグマン空間上とその上の作用
素に関する研究は多くの研究者によって注
目され、盛んに行われている。特に、中国、
アメリカ、韓国、カナダではかなり活発に研
究されている。古典的なハーディー空間とと
もにベルグマン空間は荷重付きディクレ空
間とみなすことができるが、それぞれの空間
上で利用できる計算方法や証明手法は全く
異なっている。そのため、ハーディー空間上
の理論をベルグマン空間上の理論に一般化
しようとしても、そう簡単には行かず、数多
くの未解決問題が残されている。古典的なハ
ーディー空間上の理論は工学にも広く応用
されており、ベルグマン空間上の理論も、最
近は少しずつではあるが工学に応用されて
おり、今後、更なる応用も期待されている分
野である。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、複素平面上の開単位円板上
の解析関数からなる関数空間である荷重付
きベルグマン空間上の作用素の解析を行い、
それに対応したサンプリング集合を特徴付
けることに関する解析を進めることにより、
掛け算作用素がいつ閉値域をを持つのかと
いう問題を解析することであり、さらにそれ
を応用したベルグマン空間上の作用素の可
逆性およびフレドホルム作用素の特徴付け
という未解決問題に着手することである。特
にテープリッツ作用素がいつ閉値域を持つ
のか、いつ可逆になるのか、そのスペクトル
はどうなっているのかということはほとん
ど知られていないため、この問題に着手し、
進めることが研究の目的である。ハーディー
空間上のテープリッツ作用素がいつ閉値域
を持つのか、いつ可逆になるのか、そのスペ
クトルはどうなっているのかということは、
その多くが研究され、知られているが、これ
らの結果を参考にして、ベルグマン空間上の
結果に応用し、新たな結果を導き出すことも
本研究の目的である。 
 
３．研究の方法 
 
ベルグマン空間上、ハーディー空間上の共通
性質があることに着目し、両方の空間上での
共通性質を導き出し、荷重付きベルグマン空
間上の全く新しい特徴付けを導き出すとい
う方法により、これまでにない新しい定理を
導き出すという方法をとっている。問題にな
ってくることが作用素が閉値域を持つこと
とサンプリング集合が必要十分条件で結ば
れるという意味で深く関係していることで
ある。つまり、サンプリング集合がどのよう
なものなのかを知ることが必要不可欠とな
る。過去に知られた結果としては、サンプリ
ング集合は必ずサンプリング列を含むこと

である。更にサンプリング列に関しては、
1993 年に Kristian Seip が Seip’s density 
を導入し、完全な特徴付けを与えている。そ
してその特徴付けが現在知られている唯一
の情報であるが、実際にサンプリング集合が
どのような集合なのかということを知るた
めの手段としては不十分なものである。サン
プリング集合を Kristian Seip とは全く違っ
た角度から解析する。Kristian Seip の特徴
付けは、開単位円板の部分集合がサンプリン
グ集合であるためには、デンシティーが最低
でもどの程度無くてはならないのかという
ものであるが、現在進めている手法は全く逆
のものである。具体的には、開単位円板の部 
分集合がサンプリング集合としての性質を
保つためには開単位円板からどの程度部分
集合を取り除くことが許されるのかという
ことであり、この研究が進めばサンプリング
集合の具体像を知ることが出来るのと同時
に、補間列とサンプリング集合の間の直接の
関係を知ることが可能になる。また、補間列
とサンプリング集合の関係を解析すること
は不変部分空間の解明につながる。現在、知
られている結果としては、サンプリング列を
２個の補間列の和で表現出来るとき、index 
2 を持つ不変部分空間$I$の存在を知ること
が出来るということが 1993 年に Hakan 
Hedenmalm によって証明された。ここで
index とは$I=zI$の次元のことである。そこ
で、補間列とサンプリング集合の関係の解析
から得られる新しい結果から不変部分空間
の新たな性質の構築を目指す。また同時進行
で、ベルグマン空間上におけるハンケル・テ
ープリッツ・掛け算作用素が「いつ可逆な 
作用素になるのか」「いつフレドホルム作用
素になるのか」に関する研究も進めていく。 
一方、ベルグマン空間上のテープリッツ作用
素の有界性及びコンパクト性に関する研究
として代表的な結果が 1998 年に Sheldon 
Axler と Dechao Zheng によってベリジン
変換を利用して特徴付けられた。しかし、「い
つハンケル・テープリッツ作用素が閉値域を
持つのか」に関する研究は、現在殆ど知られ
ておらず、未解決問題として残されている。
この問題解決のためにベリジン変換を利用
できないかということは自然な考察である
が、そこにはかなりのギャップがあり、その
ような結果は未だ知られていない。 
そこで、申請者は、先ず掛け算作用素がテー
プリッツ作用素の特殊な場合であることに
着目し、サンプリング集合を利用した掛け算
作用素の解析を行い、その結果を一般化する
という方法で閉値域を持つテープリッツ作
用素の解析を進めていく。また、閉値域を持
つハンケル作用素に関しても同様の手法で
解析を進めていく。更に、得られた理論を多
変数上の理論に応用する研究にも着手する。 
   
。 
４．研究成果 



一般的な空間である荷重付きディクリク
レ空間上の作用素、テープリッツ作用素、合
成作用素がいつ閉値域を持つのかの特徴付
けを行った。ベルグマン空間上での掛け算作
用素に関しては勿論、一般的な空間である荷
重付きディリクレ空間上の掛け算作用素が
いつ閉値域を持つかに関する必要十分条件
は知られているが、テープリッツ作用素、ハ
ンケル作用素がいつ閉値域を持つのかに関
しては殆ど知られていない。そこで、シンボ
ルを解析関数に限定して、サンプリング集合
の特徴付けを行い、その解析結果を利用して 
テープリッツ作用素、ハンケル作用素がいつ
閉値域を持つのかに関する結果を得た。現在
は、それらの結果をさらに精査し、現在幾つ
かの専門雑誌に投稿中である。 
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