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研究成果の概要（和文）：コップの中の液体やテーブルの上の水滴の運動を具体的な例とした，ナヴィエ・ストークス
方程式に対する自由表面問題を研究した。平面の扇形領域において線形化方程式を扱い，一様収束する級数解を構成し
た。これにより，ヘルダー空間あるいはソボレフ・スロボデツキ空間における解の精密な評価が可能になった。
さらに，半空間におけるナヴィエ・ストークス方程式を考察し、運動エネルギーの時間減衰に対する下からの評価を確
立した。特に、下からの評価を導出可能な初期値の特徴づけに成功した。

研究成果の概要（英文）：The free surface problem to the Navier-Stokes equations that the movement of the 
liquid in a glass or the waterdrop on the table become the concrete examples was studied. In a plain 
sector, the series solution of the linearized equation which converges uniformly was constructed. Thus, 
it is possible that the solutions are estimated precisely in the Hoelder space or the Sobolev-Slobodekii 
space.
Moreover, we consider the Navier-Stokes equations in the half-spaces and derived the lower bound of the 
rate of the energy decay of the flow. Especially, we succeeded to characterize the profile of the initial 
data which causes such a lower bound for the flow.

研究分野：数物系科学

キーワード： ナヴィエ・ストークス方程式　ストークス方程式　角がある領域　エネルギー減衰
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１．研究開始当初の背景 
流体の運動と共に流体が占める領域をも同

時に決定する問題を自由表面問題という。自

由表面問題の数理解析はその重要性に比べ，

問題の複雑さ故に得られている結果は以下に

述べる通りごく限られたものである。 

流体の運動が時間によって変化する非定常

流の場合には，流体星の運動をモデルとした

流体の占める領域がすべて自由表面で囲まれ

ている場合のV.A.Solonnikov[1]の一連の研

究と，水の波をモデルとした水平方向に無限

に広がった領域におけるJ.T.Beale[2]，

A.Tani(連携研究者)[3]，A.Tani(連携研究

者)-N.Tanaka(連携研究者)[4]の研究があげ

られるのみである。 

一方，コップの中の液体やテーブルの上の

水滴の運動のように流体の自由表面と固定境

界が接触し，流体の占める領域の境界が滑ら

かであるとは限らない場合に関しては，

V.A.Solonnikov(1982)，

V.G.Mazya-B.A.Plamenevskii-L.Stupelis(19

84)，A.Friedman-J.J.L.Velazquetz(1995) ら

が議論しているが，これらはすべて

V.A.Kondratiev[5]による，領域の境界が滑ら

かでない場合の一般楕円型方程式の可解性に

関する先駆的な研究に理論の基礎をおくため

に，上述の結果はすべて，流体の運動が時間

によって変化しない定常流の場合に限られて

いる。 

以上のことをふまえて，本研究では“区分的

に滑らかな境界をもつ領域における非定常

流に対する自由表面問題”を研究の対象とす

る。 
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２．研究の目的 
テーブルの上の水滴の運動をモデルにし

て問題の定式化を詳しく述べる。 空間３次

元の半球のような形状の有界領域で考える

べきであるが，先ず第１段階として本研究で

は２次元流であると仮定する。  を  の

有 界 領 域 と し ， そ の 境 界 は 

 および  と表さ

れているとする。  で流体が占める領域

を  ， そ の 境 界 を 

 および ，速度ベ

クトルを  ，圧力を  

とすれば，表面張力と大気の運動や重力等の

外力の影響が無視できる場合，テーブルの上

の水滴の２次元運動の非定常問題は以下の

ように定式化される。  

  

 

 



   

   

   

ここで， ， ， 

，  は  単位行

列 ，   は  成 分 が 

  である  行

列，  は  の外向き単位法線ベ

クトル，  は粘性係数(定数)である。 

境界条件 ，  の中で，  は自由表面 

 上の力学的条件，  は固定境界  上で

滑りが起こっていることを表している。 固

定境界上で，粘着条件ではなく滑る境界条件

を課したのは，この種の問題に対して粘着条

件は物理学上非合理的であり，滑る境界条件

が適合しているという G.W.Young[6]の指摘

による。 

この種の間題の“時間に関する局所解の

一意存在定理の証明”をすることが本研究

課題の研究目的である。 
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３．研究の方法 
（１）扇型領域における線形化問題の一意可

解性を示し，解の満たす評価式を導く。 

（２）初期領域における線形化問題の一意可

解性を示し，解の満たす評価式を導く。 

（３）非線形問題の時間に関する局所解の一

意存在定理を証明する。 

 
４．研究成果 

非線形問題を解く際に仮定する必要がある

初期条件と境界条件の間の両立性の条件を必

要最小限にするためには，線形化問題をコン

ドラチェフの理論の枠組で微分の階数が自然

数である空間で解くのでは不十分で，ヘルダ

ー空間あるいはソボレフ・スロボデツキ空間

で解き，そこでの精密な評価式を導くことが

必要不可欠である。解を具体的に書き下すこ

とにより関数の最良近似度より滑らかさを見

積もるベルンシュタインの定理を適用するこ

とが可能となり，線形化問題の解の評価を得

ることができた。非線形問題については，通

常の逐次近似法により，時間が小さいという

状況における解の一意存在定理の証明を現在

精査中である。 

さらに，半空間における非圧縮ナヴィエ・

ストークス方程式の解に対して，そのエネル

ギー，即ち自乗可積分ノルムの時間減衰に対

する下からの評価を確立した。半空間上のナ

ヴィエ・ストークス流は境界条件と非圧縮条

件から，全空間の場合に比べ複雑なものにな

る。本研究では，主要部のストークス流に対

して，鵜飼の公式を用いながら，エネルギー

時間減衰の下からの評価を導出できるよう

な初期値の特徴づけを行った。主要部のスト

ークス流のエネルギー時間減衰と非線形項

部分のエネルギー時間減衰を比較すること

で，ナヴィエ・ストークス流のエネルギー時

間減衰に対する下からの評価を確立した。ま

たこれらの応用として，解のエネルギーが時

間とともに集中するようなスペクトル帯の

情報を得ることができた。 
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