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研究成果の概要（和文）：変動指数を持つハーディー空間、オーリッツ・ハーディー空間に関して、ポアソン積分、ア
トム分解、リトルウッド・ペイリー分解等による特徴付けを行い、特異積分作用素、分数べき積分作用素等についての
有界性を得るとともに、関連する関数空間やその双対空間等の研究と合わせて、理論を完成することができた。また、
振動・増大度が変動する関数空間としての一般化モリー・カンパナト空間、Ｂシグマ・モリー・カンパナト空間、そし
て、これらを統一した関数空間の理論を開拓した。これらを用いて具体的に偏微分方程式の解の解析を行った。さらに
、マルチンゲール理論に関して調和解析的理論を構成した。

研究成果の概要（英文）：We established the theory of Hardy spaces with variable exponent and Orlicz-Hardy 
spaces, characterizing by Poisson integral, atomic decomposition, Littlewood-Paley decomposition, etc, 
proving the boundedness of singular and fractional integral operators, and studying related function 
spaces and their duals. Moreover, we developed the theory of generalized Morrey-Campanato spaces, 
B_sigma-Morrey-Campanato spaces, and their unified spaces as function spaces with variable oscillation 
and variable growth conditions. Using these function spaces, we analyzed the properties of solutions of 
some partial differential equations. Furthermore, we constructed the harmonic analysis theory for 
martingales.

研究分野： 数学、解析学
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１．研究開始当初の背景 
(1) これまでの調和解析が基礎を置く関数
空間は、ルベーグ空間やリプシッツ空間（ヘ
ルダー空間）など、可積分性や連続性が一様
に保証された関数空間である。これらの関数
空間の理論は、20 世紀前半に完成した。そ
の後、フーリエ級数の収束条件、作用素の評
価、微分方程式の解の滑らかさや可積分性の
評価、等に関連して、より精密な尺度をもつ
関数空間が次々と考案されてきた。 
 
(2) 近年、変動指数をもつルベーグ空間が電
気流動学との関連で注目されている。この関
数空間に属する関数 f(x) は、位置 x に応じ
て可積分性が変動する。今世紀に入り、この
関数空間上でハーディー・リトルウッド最大
作用素の有界性や特異積分作用素の有界性
が証明された。さらに変動指数をもつ ノン
ホモジニアス型のベゾフ空間やトリーベ
ル・リゾルキン空間等の研究も始まった。し
かしながら、変動指数をもつハーディー空間
や、その双対空間となるべき変動指数をもつ 
リプシッツ空間は、まだ研究の進んでいない 
ホモジニアス型のベゾフ空間やトリーベ
ル・リゾルキン空間の特別な場合であり、こ
れらは、最近までその適切な定義すら定まっ
ていなかった。 
 
(3) また近年、モリー・カンパナト空間の拡
張が行われ、振動・増大度が変動する関数空
間として研究が行われるようになった。しか
し、まだ研究の蓄積は少なかった。 
 
２．研究の目的 
(1) これまでの調和解析は、ルベーグ空間や 
リプシッツ空間（ヘルダー空間）およびこれ
らを拡張した関数空間を基盤として研究が
なされてきた。これらのモリー空間、カンパ
ナト空間、オーリッツ空間、ソボレフ空間、
ベゾフ空間、トリーベル・リゾルキン空間等
は、その背景に、調和解析で開発されてきた
様々な工夫の蓄積と、偏微分方程式等への広
範な応用を持っている。本研究では、今世紀
に入って研究が盛んになってきた変動指数
をもつ関数空間や、振動・増大度が変動する
関数空間等、新しい関数空間の萌芽を取り入
れ、これまで長年にわたって多くの数学者に
より研究が積み重ねられてきた調和解析の
理論を、変動する指標をもつ関数空間の視点
から深めて、応用範囲を大きく広げることを
目的とする。 
 
(2) 具体的には、以下にあげる調和解析の中
心的で重要な理論を、変動する指標をもつも
のに拡張することが目的である。リトルウッ
ド・ペリー分解、アトム分解、ウェーブレッ
ト分解の各理論、マルチンゲール理論、補間
理論。ハーディー・リトルウッド最大作用素、
特異積分作用素、分数べき積分作用素の有界
性、等々。 

 
３．研究の方法 
(1) 変動指数をもつルベーグ空間、ムシャラ
ク・オーリッツ空間、および、ムシャラク・
オーリッツ・モリー空間等に関して、ハーデ
ィー・リトルウッド最大作用素、カルデロ
ン・ジグムンド作用素、一般化分数べき積分
作用素の有界性の証明、リトルウッド・ペリ
ー分解、ウェーブレット分解、ソボレフ空間
に関する理論、マルチンゲール理論の整備を
行う。 
 
(2) 変動指数をもつハーディ空間、オーリッ
ツ・ハーディー空間、およびこれらに関連し
た関数空間に関して、 リトルウッド・ペリ
ー分解、アトム分解等を行い、特異積分作用
素、分数べき積分作用素の有界性を証明する。
さらに双対空間についても理論を整備する。
マルチンゲール理論についても整備する。 
 
(3) 振動・増大度が変動する関数空間として、
一般化モリー・カンパナト空間、B シグマ・
モリー・カンパナト空間、ローカルモリータ
イプ空間等に関して、リトルウッド・ペリー
分解を行い、特異積分作用素、分数べき積分
作用素の有界性を証明する。さらに補間理論
を用いて関数空間の拡張を行う。マルチンゲ
ール理論についても整備する。 
 
４．研究成果 
(1) 変動指数をもつルベーグ空間、ムシャラ
ク・オーリッツ空間、および、ムシャラク・
オーリッツ・モリー空間。 
 変動指数を持つルベーグ空間についてリ
トルウッド・ペイリー理論を構築し、リース
ポテンシャルに関するガグリアルド・ニレン
バーグ不等式に応用した。変動指数をもつ重
み付きルベーグ空間のウェーブレットによ
る特徴づけを行った。さらにウェーブレット
を用いて一般のバナッハ関数空間に関する
考察を行った。これらにより、以前の研究成
果が拡張され、新しい応用が得られた。また、
ウェーブレットを用いて初めて変動指数を
もつ関数空間を解析し、応用の可能性が広が
った。 
 一般化モリー空間における一般化分数べ
き積分作用素の有界性の必要十分条件を得
た。さらに変動増大度をもつ一般化モリー空
間における一般化変動指数分数べき積分作
用素の有界性の十分条件を得た。ムシャラ
ク・オーリッツ・モリー空間において、ハー
ディー・リトルウッド最大作用素の有界性お
よびリース・ポテンシャルの有界性を示した。
また本質的リトルウッド・ペリー作用素類の
有界性を証明した。以上により、以前の理論
が拡張された。 
 
(2) 変動指数をもつハーディ空間、オーリッ
ツ・ハーディー空間、これらに関連した関数
空間、および双対空間。 



 変動指数をもつハーディ空間や、その双対
空間となるべき変動指数をもつリプシッツ
空間（ヘルダー空間）に関して、最近までそ
の適切な定義すら定まっていなかった。その
理由は、通常のハーディ空間やリプシッツ空
間に関しては、双対性、アトムや最大関数を
使った同値な定義、他の関数空間との関係等、
多くの性質が知られているのに対し、変動指
数をもつハーディ空間、リプシッツ空間では、
こうした性質の確認が難しいためである。指
数を変動させるだけであるが、それにより関
数の平行移動が連続な変換でなくなるなど、
大きな困難が発生するのである。 
 この状況に対して、変動指数を持つハーデ
ィー空間と関連する関数空間について、アト
ム分解、リトルウッド・ペリー分解等による
特徴付けを行った。特異積分作用素等につい
ての有界性も得た。また、変動指数を持つハ
ーディー空間の双対空間として、変動増大度
をもつカンパナト空間についての理論を構
築した。このカンパナト空間は、以前より研
究代表者が研究を続けていたものであり、そ
の蓄積が役立った。なお、このカンパナト空
間の特別な場合として、変動指数をもつリプ
シッツ空間が実現できる。 
 さらに、オーリッツ・ハーディー空間につ
いて、ポアソン積分、アトム分解、リトルウ
ッド・ペイリー分解等による特徴づけを行っ
た。過去の研究においては、オーリッツ・ハ
ーディー空間を定義するときのヤング関数
として、凸関数のみ、または凹関数のみを扱
うのを常としていたが、ここで研究したオー
リッツ・ハーディー空間は、ヤング関数とし
てこのような仮定は必ずしも必要のない大
変広い関数空間である。この定義によって、
これまで研究が行われていなかった関数空
間 H(log H) 等が扱えるようになった。この
広い定義の関数空間上で、特異積分作用素、
分数べき積分作用素等についての有界性も
得た。また、オーリッツ・ハーディー空間の
双対空間として、一般化カンパナト空間につ
いての理論を構築した。さらに、ローカル・
オーリッツ・ハーディー空間、重み付きオー
リッツ・ハーディー空間についても理論を整
備した。 
 
(3) 一般化モリー・カンパナト空間、B シグ
マ・モリー・カンパナト空間、ローカルモリ
ータイプ空間。 
 近年、モリー・カンパナト空間の様々な形
の拡張が行われている。ガルシア・クエルバ
とヘレロ(1994)、ルーとヤン(1995)、アルバ
レッツ、グツマン・パルチダとレイキー
(2000)、等によって導入されたセントラル・
モリー・カンパナト空間、バレンコフとグリ
エフ(2004)によって導入されたローカルモ
リータイプ空間、最近、研究代表者によって
導入されたＢシグマ・モリー・カンパナト空
間。これらは、振動・増大度が変動する関数
空間としてとらえることができる。これらに

関しては、まだ研究の蓄積が少ない。 
 本研究では、この振動・増大度が変動する
関数空間であるＢシグマ・モリー・カンパナ
ト空間について、フーリエ・マルチプライヤ
ー、擬微分作用素、特異積分作用素、カルデ
ロン・ジグムンド作用素、分数べき積分作用
素など、種々の積分作用素の有界性を証明し
た。さらに リトルウッド・ペイリー理論の
適用を行い、作用素の有界性に応用した。 
 さらに、補間理論を用いてＢシグマ・モリ
ー・カンパナト空間とローカルモリータイプ
空間の理論の再構築を行った。これにより、
Ｂシグマ・モリー・カンパナト空間とローカ
ルモリータイプ空間を特別な場合として含
む広範な関数空間を定義することができ、さ
らにＢシグマ・モリー・カンパナト空間上で
得られていた作用素の有界性が、この広範な
関数空間上でも、成り立つことが証明できた。 
 これらの研究の一部は、ナビエ・ストーク
ス方程式の解の性質の解析に応用できた。こ
の振動・増大度が変動する関数空間について
は、さらに今後の研究の進展を期待している。 
 
(4) マルチンゲール理論の実解析的、調和解
析的研究。 
 確率空間においては、一般に位相は定義さ
れず代わりにシグマ集合族の列を解析の手
段として用いる。実解析的、調和解析的手法
を用いて、確率空間においてモリー・カンパ
ナト空間を定義し、その性質を様々な角度か
ら調べた。さらにマルチンゲール変換の一つ
として分数べき積分を定義し、その有界性を
得た。続いて、モリー・ハーディー空間、カ
ンパナト・ハーディー空間を定義し、その性
質を詳しく調べた。 
 同様に、実解析的、調和解析的手法を用い
て、確率空間におけるカンパナト空間上の掛
算作用素の有界性の特徴づけを行った。これ
を応用して、確率空間におけるマルチンゲー
ル最大作用素について、変動指数を持つルベ
ーグ空間上での有界性を証明した。なお、ユ
ークリッド空間上での変動指数を持つルベ
ーグ空間での考察では、ログ・ヘルダー連続
性が重要な役割を演ずるが、一般に確率空間
においては位相に基づく連続性は使えない。
マルチンゲールＢＬＯ空間に関しても、ベネ
ット型分解や、マルチンゲール最大作用素の
ＢＭＯ－ＢＬＯ有界性を得るとともに、カン
パナト空間上の掛算作用素の有界性を応用
することにより、ＢＭＯ－ＢＭＯ有界性に対
する優位性を示した。 
 以上のような、実解析的、調和解析的手法
を用いたマルチンゲール理論の研究は、始ま
ったばかりであり、今後の進展が楽しみであ
る。 
 
(5) 先行研究やこの３年間の研究で得た成
果をまとめ、変動する指標をもつ関数空間に
関する入門者向けテキスト（論文①）を作成
した。 
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