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研究成果の概要（和文）：一般化された微分型非線形シュレディンガー方程式の孤立波解の軌道不安定性について研究
した。この方程式は2つのパラメータに依存する孤立波解の族を持つ。孤立波解のパラメータ領域において安定性と不
安定性の境目となる曲線を決定した。
二重冪型非線形シュレディンガー方程式と引力的なデルタ関数をポテンシャルとして含む空間１次元の非線形シュレデ
ィンガー方程式に対して、定在波解が強不安定となるための十分条件を与えた。ここで、孤立波解のどんな近くにも有
限時間で爆発する解が存在するとき、その孤立波解は強不安定であるという。

研究成果の概要（英文）：We studied orbital instability of solitary wave solutions for a generalized 
nonlinear Schroedinger equation of derivative type. This equation has a two-parameter family of solitary 
wave solutions. We determined the borderline curve between stability and instability of solitary wave 
solutions in the parameter domain.
We gave a sufficient condition for strong instability of standing wave solutions for nonlinear 
Schroedinger equations with double power nonlinearity and for nonlinear Schroedinger equations with an 
attractive delta potential in one space dimension. Here, a solitary wave solution is said to be strongly 
unstable if there exists a solution that blows up in finite time in any small neighborhood of the 
solitary wave solutions.

研究分野： 非線形偏微分方程式論
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１． 研究開始当初の背景 
非線形シュレディンガー方程式の孤立波解
の軌道安定性（リアプノフ安定性）と不安定
性に関する数学的研究は 1980 年代初頭の
Berestycki-Cazenave (1981) や 
Cazenave-Lions (1982) などに始まり、その
後、Grillakis-Shatah-Strauss (1987,1990) 
により、非線形シュレディンガー方程式や非
線形クライン・ゴルドン方程式を含む抽象ハ
ミルトン系に対する一般論としてまとめら
れた。Grillakis-Shatah-Strauss による一般
論は多くの具体的な問題に応用されてきた
が、これまでの研究の多くは基底状態に対す
るものであり、より高いエネルギー（正確に
は作用）レベルをもつ励起状態に対する研究
はあまり進んでいない。励起状態はすべて不
安定であろうと多くの研究者により漠然と
考えられているが、非自明な定常解の中で、
最小の作用をもつ解を基底状態といい、それ
以外を励起状態と呼ぶという従来の定義に
従うと、連立方程式系に対しては、励起状態
でも安定なものが存在することは、研究代表
者の 1996 年の論文ですでに示されており、
さらに最近のM. Colin との共著論文 (2012) 
でも別の方程式系に対して証明されている。
このような安定な励起状態の存在と多くの
数学者の信念との矛盾を解消するために、特
に、連立方程式系に対して、従来の励起状態
の定義を修正し、その不安定性に関する統一
的な理解を得る必要があると考えた。 
 
 
２． 研究の目的 
非線形光学やボーズ・アインシュタイン凝縮
などの物理モデルとして現れる、様々な非線
形相互作用をもつ非線形シュレディンガー
方程式及び方程式系の孤立波解の大域構造
及び安定性・不安定性について研究する。特
に、励起状態の不安定性に関する統一的な理
解を得ることを目的とする。また、現在の標
準理論である Grillakis-Shatah-Strauss に
よる一般論を根本から見直し、孤立波解の不
安定性に関する新たな理論を構築する。その
応用例として、一般化された微分型非線形シ
ュレディンガー方程式の孤立波解の不安定
性を証明する。 
また、従来からよく研究されている、孤立

波解の 1-パラメータ族に対する安定性や不
安定性の理論を多パラメータの場合に拡張
することを目的とする。 
さらに、不安定性に関しては、局所理論で

ある軌道不安定性だけでなく、孤立波解の任
意の近傍に有限時間で爆発する解が存在す
るかどうかという強不安定性についても研
究を行い、解空間の大域的な構造の理解を深
めることも目的である。 
 
 
 

 
３．研究の方法 
励起状態の不安定性について研究している
国内外の研究者と意見交換を行い、従来の一
般論を再検討するともに、具体例の計算を通
して理解を深める。そのために、東京理科大
学で定期的に開催している、神楽坂解析セミ
ナーを活用するとともに、そのほかに、神楽
坂非線形波動研究会を開催した。 
また、1-パラメータ族の孤立波解に対する安
定性と不安定性の理論を 2-パラメータ族の
場合に拡張し、一般化された微分型非線形シ
ュレディンガー方程式に適用する。 
 
 
４．研究成果 
（１）一般化された微分型非線形シュレディ
ンガー方程式の孤立波解の軌道不安定性を
証明した。この方程式は本質的に 2つのパラ
メータに依存する孤立波解の族を持つ点に
特徴がある。当初は、孤立波解のまわりの線
形化作用素のスペクトル解析に基づいて証
明していたが、他の方程式への応用も考慮し
て、最終的には孤立波解の変分的特徴づけを
利用した証明に書き直した。結果として、孤
立波解のパラメータ領域において安定性と
不安定性の境目となる曲線を決定した。 
（２）二重冪型非線形シュレディンガー方程
式と引力的なデルタ関数をポテンシャルと
して含む空間１次元の非線形シュレディン
ガー方程式に対して、定在波解が強不安定と
なるための十分条件を与えた。ここで、孤立
波解のどんな近くにも有限時間で爆発する
解が存在するとき、その孤立波解は強不安定
であるという。特に、デルタ・ポテンシャル
を含む非線形シュレディンガー方程式に対
しては、定在波解が初等関数で表されるため、
軌道不安定性に対する従来の十分条件と今
回得られた強不安定性に対する十分条件を
数値的に比較することができ、今後の研究に
役立つものと考えている。 
（３）準線形シュレディンガー方程式の基底
状態の軌道不安定性について、M. Colin（ボ
ルドー大学）と共同研究を行った。空間３次
元で非線形項が３次の場合、M. Colin, 
Jeanjean and Squasina (2010) などにより、
条件付きで基底状態の安定性が得られてい
たが、準線形項の係数が十分に小さい場合は、
通常の非線形シュレディンガー方程式と同
様に、基底状態は軌道不安定であることを示
した。 
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