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研究成果の概要（和文）：確率論において「公平なゲーム」の抽象化として現れたマルティンゲールは、マルティンゲ
ール空間と関数空間との類似性を通し、実解析学と深く関わる。本研究ではこの類似を追求し、マルティンゲール・モ
リー・カンパナート空間の構造を解明し、さらにその上の分数べき積分作用素の有界性を得た。他にも掛け算作用素が
有界となる必要十分条件を得て、これを用いて変動指数空間や平均有界変動マルティンゲール空間での最大関数の有界
性を導いた。

研究成果の概要（英文）：The notion of martingale, which was established in probability theory as an 
abstraction of fairness of games, is important in real analysis through the similarity between martingale 
spaces and function spaces. We study this similarity and obtain the structure of martingale 
Morrey-Campanato space and the boundedness of fractional integral operators. Besides, we obtain a 
necessary and sufficient condition for the boundedness of pointwise multiplier. Using this condition, we 
obtain the boundedness of the maximal functions on spaces with variable exponents and on martingale BMO 
spaces.

研究分野： 確率解析学

キーワード： マルティンゲール　モリー･カンパナート空間　分数べき積分作用素　最大関数
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１．研究開始当初の背景 
研究開始当初では、マルティンゲール理論は
ファイナンス理論など確率論への応用が盛
んに研究されており、実解析的側面について
の基礎理論の研究は手薄になっていた。そし
て実解析学、とりわけ Orlicz 空間や 
Morrey 空間などの関数空間やその上の分数
べき作用素の理論は、最大関数を用いる手法
を中心にその当時急速に発展しており、「マ
ルティンゲール理論の実解析的な側面の基
礎理論を再構築する」ことは有望なことと考
えていた。実際当該研究開始前には、分担者
の中井氏らとともにマルティンゲール
Orlicz-Hardy 空間の構造を atom 分解を用い
て調べるという共同研究を行い、成果が上が
っていた。 
 
２．研究の目的 
研究開始当初の目的は 
(1) 種々のマルティンゲール空間、とくに 

atomic なフィルトレーションを持つ場
合にマルティンゲール Morrey 空間を明
確に定義し、その前双対空間などの構造
を解明する。 
 

(2) 種々のマルティンゲール空間において分
数べき積分作用素を明確に定義し、それ
が有界となる指標を決定する。 

 
(3) マルティンゲール変換の一般論を、マル

ティンゲール空間 Morrey 空間上の分数
べき積分作用素を含む形で整備する。 

であり、さらに応用に適する形を目指し、
atomic なフィルトレーションを持つ、とい
う制約を含まない形に理論を一般化して整
備することであった。 
 
３．研究の方法 
(1) 本研究では確率論に詳しい代表者が、フ
ィルトレーションや停止時刻等の確率論の
技法を用いてマルティンゲールの性質およ
びマルティンゲール不等式・マルティンゲー
ル変換を調べる部分を担当し、関数空間やそ
の上の作用素に詳しい分担者が種々のマル
ティンゲール空間の適切な定式化と、その上
で考えるべき作用素を選択してそれを解析
するという部分を担当した。 
 
(2) 研究の進め方については、主には代表者
と分担者との間での電子メールを用いて議
論をして論文を書き進め、それを学会や互い
の勤務先の訪問を行って確認し、さらには直
接の議論を行うことで次の研究の指針を得
る、という方法をとった。この際、他の研究
者から得たプレプリントなどの情報交換が、
研究の指針として相当重要だった。さらに学
会を通じて他の研究者の助力を得て研究を
進めるという方法もとった。 
 
 

４．研究成果 
(1) 分担者の中井氏と共同研究を行い、論文  
５－④ として発表した。その成果は 
① atomic なフィルトレーションを持つ場

合にマルティンゲール Morrey 空間・マ
ルティンゲール Campanato 空間を定式
化し、マルティンゲール空間としてのノ
ルムの基本性質を示した。さらにフィル
トレーションにレギュラリティがある
とき、零空間となるパラメータを同定す
ることや Morrey 空間と Campanato 空
間が同型となるパラメータの同定を行
って、それらの構造を明らかにした。と
くに Morrey- Campanato 空間を定める基
礎集合を atom のみとしたときと、すべ
ての可測集合としたときとでは、対応す
る Morrey- Campanato 空間が異なるこ
とを例示により明示的に示した。 

② atomic なフィルトレーションを持つ場
合すべてで、マルティンゲール Morrey 
空間および弱形マルティンゲール 
Morrey 空間での最大関数の有界性を示
した。とくにこの際レギュラリティを必
要としないことがわかった。 

③ Chao-Ombe によって導入された 2 進マ
ルティンゲールに対する分数べき積分
作用素を atomic なフィルトレーション
を持つ場合すべてに拡張し、さらにフィ
ルトレーションにレギュラリティがあ
るときに、そのマルティンゲール 
Morrey 空 間 ・ マ ル テ ィ ン ゲ ー ル 
Campanato 空間での有界性を調べ、有界
となるときのパラメータの関係式を同
定した。 

である。マルティンゲール理論の枠組みで 
Morrey-Campanato 空間を初めて定式化した
もので、マルティンゲール理論の実解析的な
側面の基礎理論として意義あるものである。
例えば①での基礎集合の取り方に関する空
間の依存性はこれまで議論されることがな
かった新しい点であり、次の (2) につなが
る研究となっている。 
 
(2) 分担者の中井氏・首都大学東京の澤野氏
と共同研究を行い、論文５－③ として発表
した。その成果は 
① atomic なフィルトレーションを持たな

い場合も含めて、さらに基礎集合にも大
きな自由度を与えた形で一般化マルティ
ンゲール Morrey- Campanato 空間を定
式化した。そして一般化マルティンゲー
ル Morrey- Hardy 空間・一般化マルティ
ンゲール Campanato-Hardy空間を新たに
定式化した。それにより Burkholder の
不等式や John-Nirenberg 型不等式を、
この一般化マルティンゲール Campanato 
空間へ拡張した。 

② atomic なフィルトレーションを持つ場
合に、フィルトレーションにレギュラリ
ティがない場合も含めてマルティンゲー



ル Morrey- Hardy 空間とマルティンゲ
ール Campanato-Hardy 空間が同型となる
十分条件を見出した。 

③ 単調な multiplier によるマルティンゲ
ール変換の、一般化マルティンゲール
Campanato-Hardy空間での有界性を調べ、
相当な一般性を持つ十分条件を得た。な
お単調な multiplier によるマルティン
ゲール変換は、一般化分数べき積分作用
素を含む非常に大きなクラスとなってい
る。さらに atomic なフィルトレーショ
ンがレギュラリティをもつ場合に、一般
化分数べき積分作用素の有界性を一般化
マルティンゲール Morrey- Hardy 空間に
おいて調べ、Gunawan 氏の条件の下で有
界となることを示した。 

である。(1) での結果のほとんどを拡張した
ものとなっており、研究当初の目的をほぼ達
成した論文である。とくに atomic なフィル
トレーションを持たない場合も含み、そして
基礎集合の取り方にも自由度を持つ定式化
になっているため、他分野への応用を考える
基盤が整ったと言える。他にも分数べき積分
作用素にとどまらないマルティンゲール変
換への一般化ができたことは、応用に適した
作用素が取り扱える可能性を高めている。今
後の課題は、離散パラメータから連続パラメ
ータへの移行である。それにより確率論への
応用が可能になる。また Morrey 空間の場合
は atomic なフィルトレーションが本質的
に必要なものかはまだ不明であり、このこと
の解明も残っている。 
 
(3)分担者の中井氏と共同研究を行い、
atomic なフィルトレーションを持つ場合に、
変動指数を持つルベーグ空間においてマル
ティンゲール最大関数が有界となる変動指
数に関して Lerner 型の十分条件を見出し、
論文５－② として発表した。変動指数を持
つ空間に於けるマルティンゲール最大関数
に関する結果としては初めてのものといえ
る。本論文発表後に、主に中国において変動
指数を持つ場合のマルティンゲールに関す
る論文が増え始めており、今後の急速な理論
の発展が見込まれる。また、Lerner 型の十
分条件は Ap 荷重の理論を用いるものであ
るため、この方面でも発展の糸口が見つかっ
ている。すなわち、実解析学においては Ap 荷
重の理論も変動指数への一般化が進展中で
あり、この方面でのマルティンゲール理論を
切り開いていくことは重要と思われる。 
 
(4)分担者の中井氏と共同研究を行い、
atomic なフィルトレーションがレギュラリ
ティをもつ場合に、一般化マルティンゲール 
Campanato 空間の pointwise multiplier が
有界となる必要十分条件を同定し、さらにそ
れを pointwise multiplier の具体例の構成
に用いて、論文５－① として発表した。(2) 
で行った研究の発展であり、雑誌の掲載順は

前後するが、(3),(5) での研究の基盤となっ
た研究であり、マルティンゲール理論での 
pointwise multiplier に関する結果として
は初めてのものといえる。今後はフィルトレ
ーションの制約をなくすことで、より応用に
適する形に整備していくことが課題である。
特に実解析学では non-doubling 測度に関
する pointwise multiplier の理論が発展し
つつあり、レギュラリティが不要になる形で
の整備は特に有望である。 

 
(5) 分担者の中井氏と共同研究を行い、学会
発表 ５－②,③ を行った。その成果は 
① マルティンゲール最大関数及び自然最大

関数の BMO-BLO 有界性を示し、それを用
いて BLO マルティンゲールの Bennet 
型特徴付けを行った。なお、この際通常
用いられる予測可能 BMO 空間だけでな
く、適合的であるが予測可能ではない 
BMO 空間でも BMO-BLO 有界性を示すこと
に成功している 

② マルティンゲール Campanato 空間の 
pointwise multiplier を用い、atomic 
なフィルトレーションを持つ場合に、BMO 
に属すが BLO に属さない非負マルティ
ンゲールを構成し、①で得た BMO-BLO 有
界性が、従来知られていた BMO-BMO 有界
性からは導かれないことを示した。 

である。論文発表には間に合わなかったが
(4) での結果を利用し、従来の結果を改良し
たものとなっている。今後は (4) で述べた
ようにフィルトレーションの制約をなくす
ことが課題である。また、本研究は離散パラ
メータでの研究であるが、連続パラメータへ
の発展、さらには次の (6) に関連した一般
の Banach 関数空間へ拡張が見込まれる。 
 
(6) Banach 関数空間におけるマルティンゲ
ール不等式の研究を行い、学会発表５－①  
を行った。その成果は 
① Banach 関数空間の枠組みで Doob 不等

式を考察し、associate 空間での Doob 
不等式が、もとの Banach 関数空間での
双対 Doob 不等式と同値であることを示
した。さらに双対 Doob 不等式が成立す
る Banach 関数空間では、 Davis 分解が
行えることを示した。 

② Banach 関数空間の枠組みで、２次変分関
数を基盤とする K-空間を定式化した。そ
してこれと atom 分解を通して得られる
不等式を組み合わせることにより、 Herz 
型不等式と Fefferman-Garsia 不等式を 
Banach 関数空間の枠組みへと拡張した。 

である。論文発表には間に合わなかったが、
従来の再配置不変な Banach 関数空間の枠
組みを超えるものとなっており、今後の発展
が見込まれる。とくに変動指数空間を含む形
で定式化しており、実解析学においては成熟
しつつある変動指数空間の理論に対し、新た
な方向性を示すものになる可能性がある。 
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