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研究成果の概要（和文）：多次元p-進近似格子による多重p-進無理数有理近似解析の研究を行い、p-進弱Liouville数
を振動数としてもつ多重準周期力学系の離散軌道の再帰性について解析し、軌道が予測不能性を持つことを示した。p-
進展開の係数からなる記号列から構成される記号力学系の解析を行い、この力学系の再帰的次元と位相的エントロピー
との間に成立する不等式を導いた。
 p-進近似格子における最小ベクトル問題（SVP）について、多重p-進無理数有理近似問題（SAP）から得られる理論値
とLLLアルゴリズムを用いた実験値との比較検証を行った。これらの実験結果を元に、p-進近似格子のSAP解を秘密鍵と
する暗号系の提案を行った。

研究成果の概要（英文）：Analyzing simultaneous rational approximations of irrational p-adic numbers by 
using multi-dimensional p-adic approximation lattices, we investigate some recurrent properties of 
discrete orbits given by quasi-periodic dynamical systems, the frequencies of which are weak Liouville 
p-adic numbers and we show some unpredictability properties of the orbits. For the symbolic dynamical 
systems given by the coefficient sequences of expansions of p-adic numbers we give some inequality 
relations between the recurrent dimensions and the topological entropy of these systems.
　For the shortest vector problems of p-adic approximation lattices we compare the theoretical solutions 
given by the simultaneous approximation problems (SAP) and the numerical solutions estimated by the LLL 
algorithm. By using these results we propose a new lattice based cryptosystem, the private keys of which 
are the SAP solutions of p-adic lattices.

研究分野： 基礎解析

キーワード： P-進数論　格子理論　暗号理論　力学系　非線形偏微分方程式
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１．研究開始当初の背景 
提唱されてからすでに 100 年以上の歴史を
もつ p-進数体 Qp（K.Hensel, 1902) は、フ
ェルマーの定理の証明でも本質的に利用さ
れたように(A.Wiles, 1995)、数論などの代数
学の分野では極めて常識的な概念である。一
方、連続的な実数体を基礎とする解析分野で
は非連結な Qp はこれまでほとんど注目さ
れることはなかった。しかしながら近年、超
弦理論など、プランクスケールレベルの時空
間の本質的な構造にまで深く関わる理論物
理学の分野では、時空間の本質的な構造は非
アルキメデス的であるという観点から、非ア
ルキメデス距離空間である Qp を基礎とす
る p-進解析を利用する研究が極めて盛んに
行われ成果を上げている (V.S.Vladimirov, 
1994)。数理解析分野、特に関数方程式分野
では p-進数体 Qp を基礎とする解析はこれ
までほとんど行われていなかったが、爆発や
乱流などのより複雑な非線形現象を解析す
るにあたり、p-進解析の理論は斬新な手法を
与える可能性があり、フーリエ解析や作用素
論など関数方程式の基礎理論分野ではこれ
らの数論の概念を導入した解析理論の展開、
拡張が行われ始めている (A.N.Kochubei, 
2001, S.Albeverio,et.al., 2010)。 
これまでの代表者の研究では連分数展開

をはじめとする数論的解析とアトラクター
解などの解軌道の挙動解析、特に再帰性解析
との関連を明らかにすることを主題として
いる。離散的軌道に対して上と下の再帰的次
元を軌道の ɛ 近傍への再帰時間を利用して、
それぞれ、ɛ → 0 の上極限、下極限により定
義し、上極限と下極限の差を次元の GAP と
して定義した。この GAP の値が正のときに
は再帰時間の不定性が現れると理解される
ため、GAP 値を軌道の予測不能性を表す指
標として提案している。また、一般的な記号
力学系において位相的エントロピーの値が
上と下の再帰的次元の間に挟まれる不等式
を示した。この不等式から、下の再帰的次元
が正であればエントロピーが正、つまり系が
カオス的となることが導かれるので、カオス
性と再帰性の関連を明示する強力な道具立
てを得ている。 
２．研究の目的 
本研究では、上述の代表者等による基礎研究
に p-進数論を取り入れた p-進解析理論の構
築を目指すとともに、非線形偏微分方程式系
に現れる複雑解の数理解析にこの p-進解析
の理論を応用することを目的としている。 
３．研究の方法 
p-進解析は数論と解析の境界複合領域にあ

る理論であり、解析分野の研究者の研究結果
や著述はまだ僅かであるが、理論物理や数理
物理分野の研究者の研究は盛んに行われて
いる。数論的な解析理論の拡張とその数理物
理分野への応用、特に非線形偏微分方程式系
であらわされるモデルへの応用研究とを並
行して行った。 

数論を含む代数分野の研究については分
担者城本氏の協力のもとに行い、理論解析だ
けでなく、とくに複雑性の著しい暗号理論の
分野への p-進解析の応用も視野に入れての
研究を展開した。特に、代表者等はオープン
ソース数式処理ソフト Sage を導入し、安全
性検証などの暗号理論研究に必須となる計
算機支援実験解析を理論解析と並行して行
った。また、p-進解析における数論に関わる
理論研究を行う際には「準周期タイリング」
の研究者グループとの定期的に開催される
研究集会などを通して最新研究情報交流を
行っている。 
代表者と分担者和田氏、三沢氏は、非線形

シュレディンガー方程式を始めとする様々
な非線形偏微分方程式に対して、その解の挙
動についての複雑性解析を行った。カオス的
な複雑状態にあることが予想される爆発解
や複雑なフラクタル構造性が予想される自
己相似解などをもつ非線形偏微分方程式に
ついても、代表者と分担者等が世話人として
定期的に参加している「熊本大学応用解析セ
ミナー」で、非線形偏微分方程式に関する最
新の研究情報交流を行い、研究展開を行った。 
４．研究成果 
(1)平成 24年度では p-進解析理論の研究とそ
の数理物理分野への応用を目的としていた
ため、非線形偏微分方程式理論の数学的基礎
である関数解析学と p-進数論を融合した p-
進関数解析学についての研究を進めた。特に、
p-進シュレディンガー作用素のスペクトル
についての解析研究では、ポテンシャルに対
するシフト変換や拡大変換における固有値
の不変性についての結果が得られた。また、
代表者は p-進数の連分数展開について p-進
近似格子理論を利用した解析研究を行い、p-
進弱 Liouville条件の下で最小ノルムベクト
ルが求められること、すなわち最良近似が得
られることを示した。以上の研究結果につい
ては、国際研究集会 NAO-Asia2012 での招待
講演及び複数の一般講演を通して発表した。
詳細な研究内容については同 Proceedingsに
掲載された。 
p-進作用素解析では分数冪作用素、分数冪

関数空間の研究が必須である。分担者和田氏
は、分数冪関数空間におけるシュレディンガ
ー作用素の詳細な解析研究を行い、複数の学
術雑誌にこれらの研究成果を発表している。
分担者三沢氏は p-ラプラス型作用素をもつ
非線形放物型方程式の解が分数冪型の連続
性であるヘルダー連続性をもつことを示し、
学術雑誌 J.Diff.Eq. に発表した。 

本研究では複雑性の著しい暗号理論の分
野への p-進解析の応用研究も目指している。
この基礎研究として統合数式処理ソフトウ
エア SAGE を利用した数値解析研究を行い、
p-進無理数を実装する研究を通して、p-進
Liouville 数の指数評価についての数値解析
を行った。これらの研究結果は京都大学数理
解析研究所研究集会「非線形解析学と凸解析



学の研究」で講演発表を行い、同講究録に掲
載された。分担者城本氏は、これらの暗号理
論の基礎的研究となる符号理論についての
研究結果を組み合わせ論の国際研究集会で
の講演、学術雑誌で発表した。 
(2)平成 25年度では、代表者は多次元 p-進近
似格子を利用した多重 p-進無理数有理近似
解析の研究を行い、多重近似指数と p-進弱
Liouville 型無理数の有理近似指数との間に
成立する不等式関係を導出した。さらに、p-
進弱 Liouville型無理数の冪を振動数として
もつ多重準周期力学系の離散軌道の再帰性
について解析し、再帰的次元の GAP 値が正の
値を取ることを導くことにより、軌道が予測
不能性を持つことを示した。これらの研究結
果については、国際学会 NACA2013 で招待講
演発表を行い、さらにその詳細は学術雑誌 
P-adic Numbers Ultrametric Anal. Appl.に
掲載された。 
代表者は暗号理論の安全性の基礎となる

NP 困難性をもつ最小ベクトル問題 SVP を p-
進近似格子において解析し、多重 p-進無理数
有理近似理論から得られる理論値と、SVP の
近似解法である LLLアルゴリズムによる実験
値との比較検証を行った。100 未満の多重次
元では LLLが理論値に近い最小ベクトルを導
出する有力なアルゴリズムであることが示
された。実用化された格子暗号系としては
NTRU 暗号が知られているが、本研究では、
NTRU 暗号の高速化を目的とした暗号システ
ムを提案し、高速性と安全性に関わる数値実
験検証を行った。これらの結果については
NACA2013 での複数の一般講演で発表を行い、
同 Proceedings に掲載されている。 
本研究に関連して、分担者三沢氏は p-ラプ

ラシアン型偏微分方程式の定性解析につい
ての研究結果を J. Diff. Eq.に複数論文発表
し、分担者和田氏は非線形シュレディンガー
方程式の分数冪解について Proc. NAO 2012
に論文発表、同マクスウェル型方程式につい
て数学会特別講演で発表した。分担者城本氏
は符号理論の研究結果を Designs Codes 
Crypt. に論文発表、組み合わせ論の国際学
会で招待講演発表を行った。 
（３）平成 26 年度には、代表者は p-進展開
の係数からなる記号列から構成される記号
力学系の解析を行い、この力学系の再帰的次
元と位相的エントロピーとの間に成立する
不等式を導いた。p-進展開列が Sturm 列で、
その回転指数が Liouville数の場合には再帰
的次元の GAP値が正となり、軌道が予測不能
性を持つことを示した。これらの結果は、ICM 
Satellite Conf. 2014：NAO-2014 での招待講
演で発表し、詳細は学術雑誌 P-adic Numbers 
Ultrametric Anal. Appl.に掲載された。 

代表者は p-進近似格子における最小ベク
トル問題（SVP）について、多重 p-進無理数
有理近似問題（SAP）から得られる理論値と
LLL アルゴリズムを用いた実験値との比較検
証を行った。これらの実験結果を元に、SAP

解を秘密鍵とする暗号系の提案を行った。こ
れらの結果は、国際学会 NAO2014 で講演発表
を行い、同会議論文誌に掲載予定である。ま
た、関連した研究結果を The International 
Workshop on Nonlinear Analysis and Convex 
Analysis での招待講演発表、京都大学数理
解析研究所研究集会「準結晶の数学的モデル
とその周辺」で講演発表を行った。さらに p-
進ナップザック暗号の提案を国内学会「暗号
と情報セキュリティシンポジウム 2015」で講
演発表を通して行った。 
本研究に関連して、分担者三沢氏は p-ラプ

ラシアンを含む偏微分方程式の定性解析結
果を J. Diff. Eq. に発表し、分担者城本氏
は符号理論に関わる結果を Linear Algebra 
Appl. に論文発表し、組み合わせ論の国際学
会で基調講演発表を行った。 
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