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研究成果の概要（和文）：退化型，特異型を共に考慮した放物放物型方程式Keller-Segel系(KS)の弱解の一意性につい
て考える．多孔質媒質方程式の弱解については連続性がHoler連続性が最適な正則性であることから，(KS)についてもH
older連続なクラスで一意性を確立することは妥当である．我々は全ての空間次元において，m>max(1/2-1/N,0)のもと
でHolder連続な(KS)の弱解について一意性定理を確立した．我々はその証明において，所謂“duality argument”と“
vanishing viscosity method”と呼ばれる手法を組み合わせることで退化性に由来する困難さを克服している．

研究成果の概要（英文）： The Keller-Segel system contains several parameters which cause numerous 
structures such as linear, degenerate and singular type of PDE. In particular, the degenerate type 
contains the unknown function as the coefficients breaking down uniform ellipticity, which makes the 
problem more difficult in comparison with the other types.
The Keller-Segel system itself is characterized as the parabolic-parabolic and parabolic-elliptic both of 
provide us an important research theme. Indeed, we need to handle these types in accordance with the 
characteristic features of equations. In this talk, we shall bring a focus onto the parabolic-parabolic 
and parabolic-elliptic Keller-Segel systems of the singular and degenerate types and show uniqueness of 
weak solutions in the class of Hoelder continuous functions.

研究分野： 非線形偏微分方程式論

キーワード： 退化放物型方程式　Keller-Segel系　初期値問題の局所適切性　解の一意性　解の有限時間爆発　Navie
r-Stokes方程式
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１． 研究開始当初の背景  
物理工学における典型的な拡散現象は線形
熱方程式による近似が多く用いられる. も
っとも単純なモデルはラプラス作用素によ
るものであり, 移流項を考慮したものとし
ては, フォッカープランク方程式が知られ
ている. これらは，重ね合わせの原理とい
った物理学の基本法則を提唱するなど, よ
りよいモデルとして近年も盛んに研究され
ている. しかし, 数理生物学における単細
胞アメーバであるタマホコリカビの(化学
物質の発散過程に依存する)集中現象を解
析するには, 次の Keller-Segel system（以
後 KS と略記）と呼ばれる非線形拡散方程
式 が 有 効 で あ る . 
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KS は単細胞生物の密度の時間発展を追跡
する数理生物モデルとして 70 年代に提唱
された反応拡散型方程式系である. 半線形
型については, 解の時間大域的存在や有限
時刻おける爆発が知られており, 流体力学
におけるナビエ・ストークス方程式と同様
に,今日数理生物学における確固としたモ
デルと目されている. 半線形型, 退化準線
形放物型である KS は, 空間次元と初期デ
ータとの微妙なバランスのもとに, 時間大
域解と爆発解の存在が顕著に現れる非線形
方程式のモデルとして 1980 年代から活発
に議論されてきている. 国内においては, 
永井敏隆, 鈴木貴, 仙葉隆の 3 氏を中心に, 
毎年京大数理解析研究所の研究集会「変分
問題とその周辺」の主要な研究テーマとし
て取り上げられている. 
 
２．研究の目的 
研究では数理生物学のモデルである非線形
偏微分方程式を研究対象とする. 具体的に
は線形熱方程式や多孔質媒質 (Porous 
Medium)方程式を第１次近似としてとら
え , その高次近似をも考慮にいれた
Keller-Segel system を主要な研究対象と
し, 小さい初期条件に対して, 時間大域解
の存在, 一意性,安定性, といった“ 適切
性”を研究する. また, 大きい初期条件に
対しては, 解の有限時間爆発現象や漸近挙
動を関数解析的・接合漸近展開の両手法に
より明らかする. 更に解のクラスを測度値
解まで広げることで, 大きい初期値を持つ
場合にも  ”適切性”を論じ , Keller-Segel 
system の解の構造に関して, 初期値の大
きさに依存しない統一理論を構築すること
が本研究の目的である. 
 
３．研究の方法 
空間高次元での界面の決定には, 曲面の退
化次数が障害となり,これまでの空間一次
元の場合の証明方法とは本質的に異なる. 
時間発展とともに, 退化次数がどのように
変化するかなど, 微分幾何学や位相幾何学

的な考察も必要となる. 非線型方程式自身
の構造と, 解によって決定される界面の位
相幾何学的な性質はこれまでも重要な研究
対象であったが, 退化型方程式を切り口に
高次元空間における理論の展開を試みる. 
このように本研究では, KS の退化次数m
と非線形性の次数 q に焦点をあて, 申請者
の研究グループを中心とした数理解析研究
所での研究集会や Max Planck 研究所にお
けるプロジェクトを更に発展させる. 
 
４．研究成果 
退化型，特異型を共に考慮した放物放物型
方程式Keller-Segel系(KS)の弱解の一意性
について考える．多孔質媒質方程式の弱解
については連続性がHoler連続性が最適な
正則性であることから，上記方程式系(KS)
についてもHolder連続なクラスで一意性を
確立することは妥当である．我々は全ての
空間次元において，m>max(1/2-1/N,0)のも
とでHolder連続な(KS)の弱解について一意
性定理を確立した．我々はその証明におい
て，所謂“duality argument”と“vanishing 
viscosity method”と呼ばれる手法を組み
合わせることで退化性に由来する困難さを
克服している． 
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