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研究成果の概要（和文）：種々の作用素に対応する熱方程式の基本解の構成について考察し、得られた表示を応用する
事により、スペクトルゼータ函数の特異点や固有値の解析についての結果を得た。その考察対象とした作用素は、Fokk
er-Planck作用素、球面上のsubelliptic 作用素、冪零リー群上の作用素と幅広く扱った。
　さらにGrushin型と呼ばれている退化した楕円型方程式の基本解を、変形ベッセル函数を有効に使うことにより，具
体的に記述することに成功した。この手法を複素函数論と密接な関連のある退化した楕円型作用素にも適用できること
を示した。
　助成期間に得られた研究成果は合計６編の論文として出版した。

研究成果の概要（英文）：I have researched methods of construction of the fundamental solution for heat 
equations corresponding to various kinds of subelliptic operators. This research is applicable to analyze 
both eigenvalues of operators and singularity of spectral zeta functions of subelliptic operators. 
Objects subelliptic operators of my research are the Fokker-Planck operator, subelliptic operators on 
spheres, operators on Nilpotent Lie groups.
 In addition to this kind research I succeded to get the precise expression of the fundamental solution 
to degenerate elliptic operators, which are called operators of Grushin type. This study depends on 
theories of the modified Bessel functions. I show this method is also useful to study of Kohn-Laplacian 
which is deeply interested in complex analysis.
 These results are published in six papers during the term of this aid.

研究分野： 偏微分方程式
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１．研究開始当初の背景 
① 退化した放物型方程式の基本解の構成
に関しては、2 次の退化の場合にのみしか詳
しい形が分かっていない。この正確な形を利
用して種々の熱作用素に対する基本解を得
ることができる。その一つとして，2011 年９
月に完成した球面上の退化した楕円型作用
素についての共同研究の結果の論文が出版
された。これらを基礎として．さらに作用素
の適用範囲を広げるとともにより高次の退
化を試みることは重要である。より高次の退
化した作用素に関しては、Kohn-Laplacian 
の 
場合に具体的表示が得られているだけであ
り、その手法の一般的な構成方法は明らかに
されていない。高次の退化した場合に熱方程
式の基本解は得られていない。 
 
② Fokker-Planck 方程式の基本解を 
２．研究の目的 
① Nilmanifold 上で自然に定義される退
化した熱方程式の基本解を構成することに
より、スペクトルゼータ函数の特異点の決定
や熱核の漸近挙動に関して調べる。退化しな
い楕円型作用素に対する熱核との比較を行
う． 
 
② Fokker-Planck 方程式の基本解の擬微
分作用素による表現と，それを使って解の漸
近挙動や固有函数展開を得ることを目指す。 
 
③ ２次で退化した放物円型作用素につい
ての結果は様々存在するが，より高次の退化
した作用素の熱方程式の基本解の構成は困
難であることが判明した。２次以上の退化を
する Grushin 型作用素についての基本解の
統一的な構成方法を確立する。 
 
３．研究の方法 
共同研究に関しては、メールでのやり取り以
外に、国際研究集会の前後、および相互に訪
問をすることにより、研究の進展をした。 
 
  
４．研究成果 
① step が２の一般のリー群の場合に広げ
て，熱方程式の基本解を擬微分作用素として
表示することに成功した。この結果を使って
スペクトルゼータ函数の極が唯一つである
事，及びその位置、留数の値を求めることが
できた。これらは，楕円型方程式に対しては
スペクトルゼータ函数の極が無限に出現す
ることと大きな違いがあり、退化した楕円型
作用素をnilmanifold上で考察することは有
意義な事だと示す事ができた。これは予想以
上の成果であり、これらの結果を２編の論文
として纏め発表した。 
これまで得られた結果を 2013 年９月日本数
学会函数解析分科会で特別講演として報告
した。 

これまでは，もとになるクリフォード代数が
正値2次形式に相当するもののみに限定され
ていたが、これを一般の符号を持つ 2次形式
に対応するクリフォード代数にまで拡張し
ても，２ステップ冪零リー群の各格子に対応
する冪零多様体上には自然なサブリーマン
構造がある。この場合に、本研究課題の一つ
である劣楕円型作用素のスペクトルゼータ
函数を考察することは新たな研究課題とな
る。 
 
② 基本解の構成を Fokker-Planck 方程式
に試みて，基本解の構成とともに固有関数展
開についての結果を得た。自己共役でないの
で，助変数を適当に選べば，一般化された固
有函数が出てくる．これは現在まで考察の対
象から除外されている場合に相当する。これ
を 2012 年フィンランドの国際研究集会で発
表し，その報告集に論文が掲載された。これ
らの結果を一般のポテンシャルを持つ
Fokker-Planck 方程式の基本解を、正確に求
めた基本解の摂動として求めるように拡張
出来ると予想できる。 
 
③ Grushin 型作用素を２次の退化に帰着さ
せ，変形 Bessel 関数を使うことを経由して，
核関数を具体的に表示することができた。さ
ら に こ の 手 法 を 複 素 函 数 論 で 重 要 な
Kohn-Laplacian に適用できることも示した。 
この結果は ISAAC Congress（ポーランド）お
よび Greifswald (ドイツ)の研究集会等で発
表して，最近二つの論文として纏めて出版さ
れた。Kohn-Laplacian の今後の研究の進展に
重要となる。 
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