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研究成果の概要（和文）：高階放物型の相空間経路積分が数学的に厳密な意味をもつ一般的な汎関数のクラスを与えた
。このクラスに属する任意の汎関数に対して、相空間経路積分の時間分割近似法が、位置経路の終点と運動量経路の始
点に関して広義一様収束する。この汎関数のクラスは和と積で閉じているため、経路積分可能な多くの汎関数を創るこ
とができる。さらに、使用に際し注意を払う必要があるが、相空間経路積分と積分との順序交換、および、相空間経路
積分と極限操作との順序交換が成立する。

研究成果の概要（英文）：We gave a general class of functionals for which the phase space path integrals 
of higher order parabolic type have a mathematically rigorous meaning. For any functional belonging to 
this class, the time slicing approximation of the phase space path integral, converges uniformly on 
compact subsets with respect to the endpoint of position paths and to the starting point of momentum 
paths. Because this class of functionals is closed under addition and multiplication, we can produce many 
functionals which are path integrable. Furthermore, though we need to pay attention for use, the 
interchange of the order of the phase space path integrals and some integrals, and the interchange of the 
order of the phase space path integrals and some limit operations, are valid.

研究分野：解析学基礎

キーワード： 経路積分　関数方程式論　関数解析学　数理物理　擬微分作用素　フーリエ積分作用素　振動積分　確
率解析
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１．研究開始当初の背景 
1948年R. P. Feynmanはシュレディンガ－
方程式の基本解を経路積分の形で表現した。
Feynman は経路積分をすべての経路に関す
る和であると主張し、有限次元積分の極限と
して説明した。この方法は現在、時間分割近
似法と呼ばれている。さらに Feynmanは、
一般的な汎関数を振幅とする経路積分を考
え、経路積分と汎関数微分からなる経路空間
上の新しい解析学を提案し、ハミルトン形式
で定式化されていた量子力学にラグランジ
ュ形式による別の定式化を与えた。また一方
で Feynmanは相空間型（ハミルトン型）経
路積分も提案している。 
しかし 1960年 R. H. Cameronは、経路積
分の測度が数学的に存在しないことを証明
した。数学においては、測度を用いると、積
分の存在、２つの積分の順序交換、積分と極
限の順序交換など、積分の性質が保証できる。
しかし Cameron の結果は、経路積分におい
て、こうした数学的議論が不可能であること
を意味する。また、相空間型の場合、物理に
おいては、位置と運動量を同時に定義できな
い不確定性原理があるため、相空間経路の物
理的解釈は曖昧である。 
ゆえに私の研究の全体構想は、測度の代わ
りに Feynmanの最初のアイデアである時間
分割近似法を用いて、経路積分の存在とその
性質を数学的に証明し、経路積分と汎関数微
分からなる経路空間上の新しい解析学を構
成することである。 
 
２．研究の目的 
研究の全体構想は「時間分割近似法による
経路空間上の新しい解析学の構成」である。
これまで私は、擬微分作用素の理論で開発さ
れた計算方法をシュレディンガー方程式に
対する経路積分の時間分割近似法に適用し
て、一般的な汎関数を振幅とする経路積分の
理論を構成してきた。一方、数学において、
擬微分作用素の理論はシュレディンガー方
程式に限らず様々な偏微分方程式に適用で
きる一般理論であり、また最近、環状型やリ
ー群型など対称性を元に新しい形の擬微分
作用素の理論も展開されている。 
本研究では、これまでの私の研究とは逆に、
経路積分の時間分割近似法を、様々な偏微分
方程式に対する擬微分作用素の理論に適用
して、一般的な汎関数を振幅とする相空間経
路積分の理論を構成する。厳密に言えば、相
空間経路積分の時間分割近似法が広義一様
収束するような一般的な汎関数のクラスを
構成する。さらに、その相空間経路積分にお
いて、相空間経路積分とリーマン積分との順
序交換定理や、相空間経路積分と極限との順
序交換定理など、可能となる演算を数学的に
明確化する。 
また、これまでに私が定式化してきた経路
積分の一般理論の整備と成果発表も同時に
進める。これら多方面から時間分割近似法を

見直すことで、時間分割近似法の開発に活か
す。 
 
３．研究の方法 
(1) 相空間経路積分としての理論展開や偏微
分方程式への応用例までを想定し、時間分割
近似法を適用する擬微分作用素を選定した。
実際に計算していくと、現在の計算テクニッ
クでは偏微分方程式への応用例で制約が出
る擬微分作用素もあることに気づいた。この
ため擬微分作用素の条件を変えて計算をや
り直した。その結果、変数係数をもつ一般的
な高階放物型方程式の擬微分作用素に適用
できる計算方法を思いついた。 
 
(2) 変数係数をもつ一般的な高階放物型方程
式の擬微分作用素に対応する相空間型経路
積分の時間分割近似法は、大きな次元の多重
振動積分となる。 
まず、熊ノ郷（準）―谷口の定理を参考に
して、この多重振動積分を、定数の次元乗で
コントロールする方法を開発した。 
次に、この多重振動積分の主部と余りに分
け、主部と余りを、次元によらない定数でコ
ントロールする方法を開発した。特に高階放
物型のため階数を下げる必要があり、多重表
象の擬微分作用素の漸近展開を用いて、主部
と余りに分けた。主部は、多重表象の漸近展
開に経路の性質を適用して、次元によらない
定数でコントロールした。余りは、藤原の大
きな次元の停留位相法における剰余項の評
価のアイデアを利用して、次元によらない定
数でコントロールした。 
さらに時間分割の幅がゼロに近づくとき、
高階放物型方程式の擬微分作用素に対応す
る相空間経路積分の時間分割近似法の多重
振動積分が位置経路の終点と運動量経路の
始点に関し、広義一様収束するような汎関数
の条件を求めた。 
 
(3) 高階放物型方程式の擬微分作用素に対応
する相空間経路積分において、相空間経路積
分と時間に関する積分との順序交換定理、相
空間経路積分と極限との順序交換定理、続い
て、摂動展開を証明した。 
変数係数の一般的な高階放物型方程式の基
本解を相空間経路積分で表現する応用例を
考える際に、(2)で求めた汎関数の条件は一般
化しすぎたようで、積の演算に関して閉じな
くなってしまったことに気づいた。このため、
(2)で求めた汎関数の条件を強めて、汎関数の
クラスが和や積の演算に関して閉じ、さらに、
なるべく一般的な高階放物型方程式を容易
に扱うことができるように汎関数のクラス
を最終調整した。 
 
４．研究成果 
(1) 相空間経路積分の時間分割近似法は、シ
ュレディンガー方程式や放物型方程式など
の解の構成法の一つとして用いられてきた。



しかしながら、数学的には相空間経路積分に
対応する測度は存在しない。また、物理的に
も、位置と運動量を同時に測定できないとい
う不確定性原理があり、相空間経路の物理的
解釈は曖昧である。特に、作用素の収束で説
明している文献があるが、作用素では「配位
空間（ラグランジュ型）経路積分」と「相空
間（ハミルトン型）経路積分」の区別ができ
ないように思える。なぜ「相空間経路」と言
えるのか？さらに物理学者 L. S. Schulman
の本で指摘されているように、相空間経路積
分を通常の積分だと思って形式的に式変形
すると、誤った結論が導かれる例がある。な
ぜ「積分」と言えるのか？ 
 こうした疑問から、変数係数の一般的な高
階放物型方程式に対して、区分的に定数とな
る左連続な位置経路と区分的に定数となる
右連続な運動量経路による時間分割近似法
を用いて、一般的な汎関数を被積分汎関数と
する相空間経路積分が存在する汎関数のク
ラスを与えた。数学的に厳密に言えば、この
クラスに属する任意の汎関数を振幅とする
相空間経路積分の時間分割近似法が、位置経
路の終点と運動量経路の始点に関して広義
一様収束する。 
この汎関数のクラスは、不確定性原理に関
わらないように一部の基本的な汎関数を排
除しているが、多くの基本的な汎関数の例を
含んでいる。特に、振幅とする汎関数が１の
場合の相空間経路積分で、高階放物型方程式
の基本解に対する擬微分作用素の表象を表
すことができる。また、この汎関数のクラス
は、和や積の演算に関して閉じている。この
ため、このクラスに属する基本的な汎関数の
例に和や積の演算を適用することにより、相
空間経路積分可能な多くの汎関数を創るこ
とができる。 
さらに、位置と運動量を同時に扱えない不
確定性原理を避けるため使用する際には注
意が必要であるが、相空間経路積分と時間に
関する積分との順序交換定理、相空間経路積
分と極限との順序交換定理、さらに摂動展開
を証明した。 
上述した疑問への私なりの答は、位置経路
の終点と運動量経路の始点に関して収束す
るため、相空間経路積分を「相空間経路」と
言っても良いであろう、さらに、一般的な汎
関数に対して定義でき、しかも、積分に類似
した性質を満たすため、相空間経路積分を
「積分」と言っても良いであろうである。 
特に、一般的な高階放物型方程式に対して、
相空間経路積分の従来の結果は基本解の構
成だけで、一般的な汎関数を被積分汎関数と
した相空間経路積分を定義し、「積分」と類
似した性質を証明した研究は、この研究が初
めてである。 
今後の展望として、高階放物型の相空間経
路積分に対する時間分割近似法の多重振動
積分を評価するために開発した多重表象の
漸近展開の評価法を、他の形の擬微分作用素

に適用したいと考えている。 
 
(2) 経路積分の理論や時間分割近似法の計
算テクニックを様々な観点から見直し、発展
させるため、これまでに私が定式化してきた
シュレディンガー方程式に対する折れ線経
路や区分的古典経路を用いた時間分割近似
法による（ラグランジュ型）経路積分の理論、
シュレディンガー方程式に対する区分的陪
特性経路や区分的定数経路を用いた時間分
割近似法による相空間（ハミルトン型）経路
積分の理論、熱方程式に対する折れ線経路を
用いた時間分割近似法による（ラグランジュ
型）経路積分の理論の成果発表を行った。 
さらに、多方面から意見を聞き、経路積分の
理論や時間分割近似法の計算テクニックを
開発するため、また、研究成果を広く発信す
るため、国内外の経路積分や超局所解析の研
究者を集め、以下の研究集会を企画した。 
 
① 研 究 集 会 「 Microlocal Analysis ， 
Differential Equations and Related 
Topics」、東京大学、研究代表者：熊ノ郷 
直人、副代表者：片岡清臣、山崎晋、2012
年 8月 2日～3日 
 
② 共同研究「Introductory Workshop on 
Path Integrals and Pseudo Differential 
Operators」、京都大学数理解析研究所、
研究代表者：熊ノ郷直人、副代表者：千
葉康生、2014 年 10 月 7日～10 日 
http://www.ns.kogakuin.ac.jp/~wwa104
6/workshop2014-10 
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