
科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１２６０１

基盤研究(C)

2014～2012

超離散可積分系の統一的研究法へ

Towards a unified research method for ultradiscrete integrable systems

２０３６１６１０研究者番号：

ＷＩＬＬＯＸ　Ｒａｌｐｈ（Willox, Ralph）

東京大学・数理（科）学研究科（研究院）・教授

研究期間：

２４５４０２０４

平成 年 月 日現在２７   ６   ９

円     3,800,000

研究成果の概要（和文）：従属変数を含めて，すべての変数が離散的な値をとる「超離散可積分系」という特殊な離散
的力学系を研究し，それらに適用できる新しい解法を発見した．
特に，厳密解が知られていない「超離散sine-Gordon方程式」という方程式を整数上で解くことに成功し，有名なKdV方
程式の超離散版における初期値データに組合せ論的な解釈を加えることができた．
さらに，超離散化前の段階における可積分系に対しては，高次元の離散可積分系の新しい構築法を開発し，低次元の離
散的力学系の可積分性を見極めるための新しい判定法を提唱した．

研究成果の概要（英文）：Studying so-called "ultradiscrete integrable systems" - which are special 
discrete dynamical systems in which all the variables, including the dependent ones, only take discrete 
values - I discovered an entirely new method for solving such systems.
In particular, this enabled me to solve the so-called "ultradiscrete sine-Gordon equation" for which no 
explicit solutions are known, over the set of the integers. It also proved possible to attach a 
combinatorial interpretation to data that appear in the initial value problem for the ultradiscrete 
version of the famous KdV equation.
Furthermore, concerning integrable systems in the stage before they are turned into ultradiscrete 
systems, I developed a novel method for constructing higher-dimensional discrete integrable systems and I 
proposed a novel criterion for deciding on the integrability of lower dimensional discrete dynamical 
systems.
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１．研究開始当初の背景 
 
セルオートマトンの主な数学的な役割は長
い間複雑系の記述にあったが，１９９０年に
ソリトンの相互作用を示すセルオートマト
ン [時弘 2010] が発見されて以来，驚くべき
進展が次々に起こった．特に，それらの「ソ
リトン・セルオートマトン」が「超離散極限」
という特別な極限操作によって，古典可積分
系と関係することが明らかになり，セルオー
トマトンにおけるソリトンが，多くの場合に
は，離散ソリトン系の厳密解からその極限で
得られることが分かった． 
さらに，ソリトン・セルオートマトンの典型
である「箱玉系」が [時弘 2010] 可解な格子
模型の「crystal limit」と呼ばれる極限操作
で特殊な（量子力学における）可積分系に対
応する事実も明らかになり，その結果，箱玉
系，または一般の超離散可積分系は，古典可
積分系と量子可積分系という２つの異なる
世界の間に架かる橋として活発に研究され
てきた． 
 
この驚くべき展開の切っ掛けとなったのは，
高橋・薩摩のソリトン・セルオートマトン 
[Takahashi, Satsuma 1990] の時間発展を
定める「超離散 KdV」方程式である．この
方程式は有名な（連続の）KdV 方程式の離
散化と超離散極限により，max と + という
２つの演算子しか認めない「(max, +)代数」
上で表現できる区分的線形方程式である．一
般には，(max, +)代数における方程式系を「超
離散系」という．高橋・薩摩のソリトン・セ
ルオートマトンの時間発展は，超離散 KdV 
方程式の解が{0,1}集合上の値しかとらない
ような制限から得られ，その系に対する初期
値問題は，まず周期的境界条件の下で，そし
てその後，無限の格子上で様々な組合せ論的
な手法で解かれた．なお，２０１０年には，
古典可積分系における逆散乱変換と類似し
ている手法により [Willox et al. 2010]，無限
の格子上の超離散 KdV 方程式を，一般的に，
実数全体上で解くことができ，この新しい解
法と既知の組合せ論的な手法との関係を解
明することが重要となった． 
 
一方，セルオートマトンのソリトン解が必ず
しも適切な離散ソリトン系の解から極限操
作で得られるとは限らない．実は，このよう
な手続きが困難である場合も多く，適切な解
が見つからない場合もある．例えば，有名な
可積分系である sine-Gordon 方程式の離散
版から超離散極限として得られるセルオー
トマトンには，ソリトンの分裂と融合のよう
な非自明な相互作用を示す解が存在するこ
とは約１５年前に，コンピュータ・シミュレ
ーションによって示された． けれども，離
散 sine-Gordon 方程式のソリトン解には同
じような現象が無く，そのソリトン解が極限
において自明な解しか与えないことも知ら

れ，超離散 sine-Gordon 方程式のソリトン
の由来は，長年，とても有名な難問であった． 
 
２．研究の目的 
 
本研究の主な目的は，超離散可積分系の研究
に利用できる組み合わせ論的手法，及び古典
可積分系の研究で重要な役割をもつ逆散乱
法に類似した(max, +)代数においても適用で
きる手法を開発し，超離散可積分系を連続系
や離散系の数理に頼らずに，直接に超離散系
のレベルで考察することである．このような
超離散系における様々な分野の関連づけと
統一化により，超離散可積分系がもつ特別な
数学的構造を解明し，その研究に新しい道を
開くことが１つの大きな目的であった． 
 
特に，[Willox et al. 2010]で報告した超離散 
KdV 方程式の解法における波動関数の固有
値と正規化係数などの「散乱データ」と呼ば
れる，時間発展に対して不変である情報と，
既知の組合せ論的研究法で利用されている
不変量との関係を解明し，さらに，有効な解
法がまだ知られていない超離散可積分系，例
えば超離散 sine-Gordon 方程式の場合にも
適用できる新しい数学的道具を開発するこ
とが具体的な目標であった． 
 
さらに，既知のソリトン・セルオートマトン
と異なる性質を持つ超離散可積分系を構築
することが長期的な目標である．そのために
は，普段と違う対称性を持つ離散可積分系が
系統的に構築できるような手法の開発，また
は QRT 写像や離散パンルヴェ方程式などの
低次元可積分系の性質を考察することも本
研究の１つの目的にした． 
 
３．研究の方法 
 
本研究課題の最初の目的を達成するために
は，勿論，以前に開発した超離散的逆散乱法
及び，ヤング図形に対する古典的な組合せ論
的手法を用いたが，超離散 sine-Gordon 方
程式を解くためには，自ら完全に新しいテク
ニックを開発する必要があった．その結果，
「oiston」という新しい数学的概念の導入に
より，方程式が定める時間発展の記号力学的
な書き換えに基づき，全く独創的な解法を得
ることができた． 
 
その他，新しい離散可積分系を構築するため
には，古典可積分系の理論に良く使われる 
Darboux 変換と binary Darboux 変換に基づ
く，以前に連続可積分系の場合に開発した高
次元可積分系に適用できる簡約法を離散可
積分系に拡張した． 
 
離散パンルヴェ方程式などの低次元可積分
系を分析するためには，解の特異点を調べる
ために導入された「特異点閉じ込め法」また



は，方程式に対する「初期値空間」を構築す
るために使われる「blow-up」等の代数幾何
学的な手法を用いた． 
 
４．研究成果 
 
(1) 超離散可積分系の解法とそれらの解釈
に関しては，以下の成果を得た． 
 
① 以前に，パリ第７大学の B. Grammaticos 
と エコール・ポリテクニークの A. Ramani 
との共同研究で発見した離散 sine-Gordon 
方程式と離散 KdV 方程式を結ぶ Miura 変
換をうまく利用することにより，超離散 
sine-Gordon 方程式のソリトンの相互作用
を普段の超離散 KdV 方程式と違う振舞いを
示す超離散 KdV 方程式と結ぶことができた．
この「新型超離散 KdV 方程式」の解の挙動
を分析することにより，まず，超離散 
sine-Gordon のソリトンの相互作用を完全
に記述することに成功した．さらに，このソ
リトンの相互作用についての研究結果を，一
般的な（実数上の）初期値まで拡張すること
を試みた．その結果，整数に制限した超離散 
sine-Gordon 方程式のコーシー問題の一般
的な解法のほかに，実数解の異常な相互作用
が離散 sine-Gordon 方程式の正定値解の分
散的性質に由来するこなどの興味深結果を
いくつか得ることができた．初期値が整数値
のみを取るときのコーシー問題は完全に解
くことができたが，初期値が有理数値を取る
コーシー問題については，今の時点では，部
分的な結果しか得られていない． 
この研究課題により得られた研究成果につ
いての論文は既に３本出版された．さらに，
整数上のコーシー問題についての結果を発
表する論文は現在作成中である． 
 
② グラスゴー大学の J.J.C. Nimmo と立教
大学のS. Kakei との共同研究で，超離散 KdV 
方程式のコーシー問題を解くための逆散乱
法に類似した解法，及びその方法において大
切な役割を果たしている action-angle 変
数を，箱玉系の場合に表現論的な意味や組合
せ論的な意味を持つ「rigged configuration」
というスキームに現れる action-angle 変
数と数学的に関連させることに成功した．さ
らに，その結果を整数上の超離散 KdV 方程
式まで拡張することが可能である事実が，ご
く最近，判明され，この新しい展開を含む研
究成果を発表する論文は現在作成中である． 
 
 
(2) 新しい離散可積分系の構築などについ
ての研究課題に関しては，以下のように２つ
の研究成果を得た． 
 
① 服部円佳との共同研究で，「広田・三輪」
方程式という，多くの離散可積分系を簡約と
して含む高次元の離散可積分系の「symmetry 

constraint」と呼ばれている新しい簡約方法
を開発した．この方法を用いて，いくつかの
有名な連続可積分系の離散化とそれらのソ
リトン解を含む広いクラスの厳密解を得る
ことができた．さらに，高次 Melnikov 系の
可積分な離散化とその簡約として得られる 
D-型の対称性を持つ可積分系を構成するこ
とにも成功した．この結果を発表する論文は
ほどなく Journal of Mathematical Sciences 
に掲載される予定である． 
 
② Loughborough 大学の A.P. Veselov と
の共同研究で，（連続の）KdV 階層理論、及
び bi-spectral 理論に大きな役割を果たし
ている Burchnall-Chaundy 多項式の離散版
を構成することができた．具体的には，連続
の Burchnall-Chaundy 多項式の定義式を連
続極限にもつ非線形差分方程式を構築した．
さらに，その方程式における特殊なコーシー
問題に対し，その系の一般解が初期値の 
Laurent 多項式，つまり分母が単項式となる
ような初期値の有理関数であること示し，そ
の 「Laurent 現象」と呼ばれている性質を
連続の Burchnall-Chaundy 多項式まで持ち
上げることができた．この結果を発表する論
文は既に出版されている． 
 
 
(3)  B. Grammaticos, A. Ramani と東京大
学大学院数理科学研究科の T. Maseとの共同
研究で，複素平面上の非自励的双有理写像の
分類について研究を行い，平面上の有理写像
の特異点閉じ込め法に対する性質とそう言
った写像のブローアップによる初期値空間
の構成との関係を解明することなど，様々な
研究成果をあげた．特に，与えられた非自励
的双有理写像が特異点閉じ込め法という離
散可積分系の様々な分野でよく用いられて
いるテストを通るためには，その写像におけ
るパラメーターがテストで判明される漸化
式を満たさなければならないことは良く知
られているが，その漸化式が，実は，写像の
ブローアップで構築できる初期値空間に対
応する Picard 群への線形な作用と同値で
あることを示すことができた．さらに，この
結果を踏まえて，平面上の双有理写像の可積
分性を見極めるための新しい判定法を提唱
することもできた．既知の方法と比べて，与
えられた写像の代数的エントロピーが特異
点閉じ込め法から得られる簡単なデータの
みで計算できることはこの新しい判定法の
とても大きな利点である．これらの結果を発
表する論文は３本あり，１つは既に出版され
ているが，他の２つは投稿中である． 
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