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研究成果の概要（和文）： p調和写像は, 二つの滑らかなコンパクト多様体間の写像の一階導関数のp乗積分汎関数の
臨界点として定義され, そのEuler Lagrange方程式の解である. Euler Lagrange方程式は,p調和型の2階退化特異楕円
型偏微分方程式である.本研究では, とくにその時間発展, p調和写像熱流, の存在と正則性を研究した.主要な結果は
以下である : p調和写像熱流の像の小さい解の正則性を証明した. とくに, 正則性条件を, 幾何学的に自然な条件によ
って与えた. 応用として, 空間次元mに対してm調和写像熱流の小さい解の正則性と存在, および定常解, m調和写像型
の解, への収束を証明した.

研究成果の概要（英文）： We have been studied the regularity problem for p-harmonic map heat flows. The 
p-harmonic maps are critical points for p-energy for maps beteween two smooth compact Riemannian 
manifolds and so, the solution of the Euler Lagrange equation of p-energy, which is 2nd ordered 
degenerate and singular elliptic partial differential equations of so-called p-Laplcian type. In this 
research project we will study the existence and regularity of solutions of the p-harmonic map equations. 
In particular, we study the evolution equation, called the p-harmonic map heat flow. Our main result is 
to show the regularity of small solutions of the p-harmonic map heat flows. Under this main result, we 
also to show the regularity and existence of a global small solution of the m-harmonc map type heat flows 
with space dimension m. The asymptotic behavior to the stationary solution is also shown.

研究分野：偏微分方程式

キーワード： 偏微分方程式　退化特異放物型作用素　正則性特異性　調和写像　調和写像熱流　p調和写像　p調和写
像熱流

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
(1) (研究の簡単な背景)  p調和写像は, 調和
写像(p=2 の場合)の自然な拡張である. 調和
写像が, よく知られた調和関数の多様体への
自然な一般化である一方, p調和写像は, p調
和関数のそれに対応している. p 調和写像方
程式は, 写像先の多様体 N のベクトル束
T(N)上の p調和方程式であり, とくに, N(⊂
Rl l≥2, の等距離埋め込み)の第 2基本量(一階
導関数に関して p 乗増大度の非線形量)をも
つ非線形退化特異楕円型 2階偏微分方程式系
であるので, 一般に滑らかな(連続微分可能
な)解をもつとは限らない. p調和写像の存在, 
正則性に関する基本的な結果は以下である. 
 
・Dirichlet境界値問題の pエネルギーの最小
化関数の存在(Dirichlet原理).  
・p エネルギー最小化解が部分的に連続微分
可能である (R. Hardt, F. H. Lin, M. 
Giaquinta, S. Luckhaus, M. Fuchsらによる
1980年代後半の結果). 
・定義域 M の次元 m が p と一致する場合
(m=p)には, m調和写像の弱解(エネルギー有
限の解)は連続微分可能である(詳しくは, 写
像先多様体 N のある対称性の仮定のもと)(F. 
Duzaar, M. Fuchs, L. Mou, P. Yang, P. 
Strzelecki, C. Wangらの 1990年代の結果). 
 
(2) (未解決問題)   しかしながら, p調和写像
の一般の弱解の存在およびその正則性につ
いては, 未解決のままである. そこで, 本研
究では, p 調和写像の一般の弱解の存在とそ
の正則性を調べるために, 次の問題を研究す
る: 
 
pエネルギーの勾配流, p調和写像流, の弱解
の時間大域的存在とその弱解の正則性(連続
性, 連続微分可能性) 
 
p調和写像流は, pエネルギーの最急降下曲線
を定めるのであり, したがって, その解の時
間無限大の極限関数は定常解, p 調和写像, 
となることが予想される. とくに, 任意の初
期値から出発する p調和写像流は, エネルギ
ー最小化関数以外の p調和写像に収束するこ
とが期待される. これが, J. Eells と J. H. 
Sampson が最初に p=2 の場合に, 調和写像
流を考えた所以であった(Eells-Sampson の
方法). p=2 の場合, 調和写像流の弱解は時間
大域的に存在して, (部分的)に滑らかである
(M. Struwe, K.-C. Chang, Y. Chen, F. H. 
Lin らの 1980 年後半の結果). また, 滑らか
でない点, 特異点, の集合の(Hausdorff 測度
の)大きさは, 幾何学的な意味で最良に評価
できる. とくに, 空間 2 次元(p=m=2)の場合
には, 特異点集合は有限個に限る. 申請者は, 
15年来, これら結果をp調和写像流に一般化
しようと研究してきたが, 未だに解決されて
いない.  

 
２．研究の目的 
 
(1) (解決したい問題) 本研究では, 以下の問
題の解決を目指す: 
 
 小さい解の存在と正則性: 写像先多様体上, 
像が小さい p調和写像流の弱解の構成とその
正則性(連続性, 連続微分可能性)の研究, こ
こに, 写像先多様体上, 像が小さいとは, た
とえば, 写像先の多様体が球面の場合には, 
上半球面の内側に像があること. 
 
(2) (研究の具体的内容)  p調和写像流は, 主
要部が時間発展 p調和作用素であり, 一階導
関数の p 乗増大度の低階項(写像先多様体の
第2基本量)をもつ退化特異放物型2階偏微分
方程式系で記述される. p調和写像(流)方程式
はエネルギー臨界の方程式である.実際, 通
常のエネルギー評価(方程式に解を掛けて部
分積分)によってエネルギー有界性が成立し
ない. 正則性評価には, 解自身の大きさにな
んらかの小ささが必要である. 一方, 解は, 
写像先多様体上の座標を表しているので, 解
の大きさは, 写像先多様体上の像の大きさそ
のものである. 実際, 解の小ささは, 写像先
多様体の曲率(とくに断面曲率)によって特徴
つけられる. これによって, 小さい解に対し
ては最大値の原理が成り立つ. 写像先多様体
上の像の小さい境界値に対して, 調和写像の
滑らかな解が存在する(S. Hildebrandt, H. 
Kaul, K.-O. Widmanの 1970年後半の結果). 
この結果は, 調和写像流に拡張されている
(M. Struwe, M. Giaquintaの 1985年前後の
結果). これら結果をp調和写像流に拡張しよ
うとするのが, 上記の問題である. p 調和写
像流は, 時間発展 p 調和作用素で記述され, 
時間発展 p調和作用素は非同次作用素であっ
て, p=2 の調和写像流の熱作用素とは本質的
に異なる. まずは以下の問題を考察する. 
 

(小さい解に対する先験的連続性評価) p調
和写像流方程式の小さい解のヘルダー連続
性評価 
 
(3) (学術的特色, 意義)   解の部分的正則性
と特異点集合の研究は, 幾何学, 物理におけ
る非線形偏微分方程式の弱解の正則性問題
において自然に出現する. 解の正則性条件を
幾何学的, 物理的に特徴つけることは重要な
問題である. Minkowski空間上の調和写像で
ある波動写像の弱解の構成は, 滑らかな解の
族が, エネルギー収束(強収束)する条件を証
明し, エネルギー収束しない部分(閉)集合の
大きさを見積もることで証明された(P. L. 
Lionsの concentration compactnessの方法, 
M. Struwe, S. Müller ら の 結 果 ). R. 
Hamilton, G. Pelermanは, Poincaré予想の
解決のために, Ricci曲率流の正則性特異性の
解析を行った(2007 年度フィールズ賞). p 調



和写像流の弱解の(部分的)正則性の研究は, 
自然な必須の研究課題であり, 他の幾何学的, 
物理的に重要な非線形偏微分方程式の正則
性特異性の研究と相互に関連して, 今後の進
展が大いに期待できる. 
 
３．研究の方法 
 
(1) (問題の分割) 本研究計画では, 

p 調和写像流の小さい像の弱解の時間
大域存在とその正則性(連続性, 連続微
分可能性) 

の問題の解決を目指す. このために以下のよ
うに問題を分けて研究する: 
 
a. p調和写像流の小さい解が, ヘルダー連続
であるための最良の正則性条件の構築 
b. 解の像が幾何的に最良に小さいとき, aの
正則性条件が成り立つことを証明する. 
 
(2) (a問題の解決の手順)  p調和写像流方程
式の, 写像先多様体上, 像の小さい弱解がヘ
ルダー連続であるための条件を, あるスケー
ル pエネルギーのある小ささによって与える. 
このスケールは, p調和写像流方程式を不変 
に保つスケール変換で定まり, とくに, 時間
発展 p調和作用素の非同次性によって, 解の
大きさに依存して選ぶ必要がある. このよう
なスケール変換は. すでに, Di Benedettoに
よって提案されていた(1989-1990 の結果). 
評価を実行する時空局所領域(時間, 空間変
数の領域)のサイズと解の大きさ, この2つの
スケール変数をどのように選ぶかが数学的
な問題である . ここでは , J. Lewis と J. 
Kinnunenの方法(2002年の結果)を発展させ
て利用する. 2 つのスケール変数を上手く選
ぶ. 幾何学的に自然であり, 方程式を不変に
するスケール変換を選び, これによってスケ
ール pエネルギーを定める. このとき, 
 
a. (正則性条件の構築)   スケール pエネル
ギーがある閾値より小さいならば, 弱解はヘ
ルダー連続である 
ことを証明する.  
 
スケール pエネルギーを幾何学的に最良に選
ぶことが問題である. 申請者は,  時間発展 p
調和方程式系に対して, 弱解のヘルダー連続
性を, 外力項の最良の可積分条件によって証
明した. この結果を応用することで a の問題
を解決できると予想している. 次いで, 
 
(3) (b問題の解決の手順)  
b-1. (像が十分小さい弱解の正則性)   写像
先多様体上の像が”十分に小さい”ならば, a 
で証明した正則性条件, スケール pエネルギ
ーがある閾値より小さい 
ことを証明する. 
 
ここで, 写像先多様体上の像が十分に小さい

とは, 写像先多様体が球面の場合には, 半球
面のさらに半分より上部に解の像があるこ
とを意味する. a, b-1 は, 像が十分に小さい
解に対する先見的連続性評価を意味する. こ
れにもとづいて, 
 
b-2. (像の十分小さい弱解の時間大域存在と
そのヘルダー連続性)   写像先多様体上, 像
が十分小さい初期境界値に対して, 像の小さ
い弱解の時間大域存在とそのヘルダー連続
性 
を証明する. 
  
次いで 
 
b-3. (正則性が成り立つための, 解の最良の
像の小ささ)   b-1における, aの正則性条件
が成り立つための, 弱解の像の小ささについ
て, 幾何学的に自然な十分条件はなにか 
を研究する. 
 
写像先多様体が 2 次元球面の場合には, 赤道
上に像があり, 特異点(不連続点)を原点にも
つ, 3 次元球から 2 次元球面への調和写像を
構成できる(H. Brezis, J. M. Coronらの1980
年代前半の結果).  したがって, 半球面の内
部に像をもつことが, 調和写像流(p=2 の場
合)の正則性が成り立つ最良の幾何学的条件
となる(M. Giaquinta, M. Struwe). この最良
の像の小ささのもと, 弱解のヘルダー連続性
を証明するためには, 熱作用素(2階放物型作
用素)に対する Harnack型評価が本質的な役
割を果たす. そこで, b-3の問題を研究するた
めに 
 
b-4. 時間発展 p 調和作用素に対する

Harnack不等式を応用すること 
を考える. 
 
時間発展 p 調和作用素に対する Harnack 不
等式は, 最近, Di Benedettoらによって,ほと
んど最良と思われる形で得られた . この
Harnack 不等式をどのように p 調和写像流
方程式に応用するのかが, b-3 の問題の解析
的な観点である. 時間発展 p 調和作用素は, 
非同次作用素であり, 調和写像流(p=2 の場
合)とは本質的に異なる. 解の大きさに依存
するスケール変数と時空局所領域のサイズ
のスケール変数を上手くアレンジして, 評価
する必要がある.  
 
(3) 役割分担   a, b の問題を解決するため
に, 以下のように役割分担して研究を進め
る. 
1. 代表者の三沢は, 主に p 調和写像の弱解
の正則性条件の研究に携わる. 関連する国
内外の偏微分方程式, 実解析, 関数解析関
係の研究集会, セミナーに参加し, 必要な
情報を収集し, それらにもとづいて, 定期
的に代表者所属大学でセミナーを開いて, 



連携研究者, 関連研究者と研究打ち合わせ
を行う. 
 
2. 連携研究者の山浦は, p調和写像流の弱解
を構成するために, 弱収束の方法, P. L. 
Lionsのconcentration-compactnessの方法,
の改良精密化について研究する. 
 
４．研究成果 
 
(1) p 調和型退化特異放物型方程式系の弱解
の正則性を証明した. とくに以下のことを
証明した. 
 
① 弱解のヘルダー連続関数であるための,
外力項に対する最良の可積分条件 
 
② 弱解の空間一階導関数がヘルダー連続
関数であるための, 外力項に対する最良の
可積分条件 
 
③ エネルギークラスの弱解に対して正則
性の成り立つための, 非線形項のクラスを
与えた 
 
以上の結果は, とくに p=2の場合の楕円型,
放物型方程式系の古典的な正則性の結果を
含む 
 
これら証明のために, 古典的な正則性のい
わゆる直接的方法を, p 調和型放物型作用素
の特別なスケーリング変換のもと一般化し
た. この方法は, イタリアの G. Mingione, 
フィンランドの T. Kuusi, ドイツの F. 
Duzaar らの非直接方法(コンパクト性の方法, 
blow up の方法, De Girogi の調和近似の方
法とも呼ばれる)とは異なるものであり, p調
和作用素の基本的正則性の方法である. 
p>2 の退化の場合ばかりでなく, 1<p<2 の
特異の場合にも証明した(「5. 主な発表論
文等」中, ①, ④)) 
 
(2) p 調和写像熱流の正則性を証明した. と
くに以下のことを証明した. 
 
① p>2 の退化の場合に, p 調和写像熱流の小
さい弱解の正則性条件を証明した. この条
件は, p 調和写像の変分的構造からは, 自然
なものである. 実際, p=空間次元 mの場合に
は, 小さい弱解は正則であることが自動的
に従う(「5. 主な発表論文等」中, ②, ⑥). 
 
② 高次元定平均曲率熱流の時間大域存在
と正則性. p=空間次元 mの場合の m調和写像
熱流に関係する. m=2 の空間 2 次元の場合に
知られた O. Rey の古典的結果を含む. 
解の大域存在のために, 方程式系の変分
構造にもとづくある近似法を導入した. こ
の方法は海外(イタリア, スペインなど)の
研究者によって, 数値計算に応用されてい

る. 
 
(3)(今後の展望) 本研究の目的の一つであ
った, p 調和写像熱流の小さい解の正則性つ
いては, 現在も未解決である. 少なくとも
幾何学的には反例は見つかっていないので, 
証明できることが期待される. p=2 の調和写
像の場合には, 熱作用素の基本解いよる表
現公式が重要な役割を果たした. p 調和型放
物型作用素は非線形作用素であり, 解の表
現公式はあり得ない . 基本解である
Barenblatt 解を試験関数に利用して局所エ
ネルギー評価が有効であると想定している. 
今後の課題である. 
 また, 解が小さいことを仮定しない(小さ
い解の具体例はるのだが)一般の場合には, 
p 調和写像熱流に対する正則性条件は知られ
ていない. これは最終的な課題である. こ
の問題に対しても, p 調和型放物型作用素の
基本解である Barenblatt 解の利用が有効で
あると期待される. 
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