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研究成果の概要（和文）：反応拡散系に現れるさまざまな特徴的な形状を持つ解の多くは、その存在が数値実験では示
唆されているものの、理論的には未検証である。本研究課題では、角遷移層を持つ解と、数理生態学における多種個体
群の多段階侵入を表す解に対し、解の形と動きを近似する漸近解の構築理論を作る際に役立つ重要な情報が、以下のと
おり得られた。(1)複数の反応拡散系の特異極限における解形状や解構造を統一的に説明できる観点を導入し、角遷移
層が特異極限として現れる可能性を判断する手がかりを得た。(2)多種協調拡散系の多段階侵入を表す漸近解の構成単
位の候補として有力視される単一波形解について、存在・安定性等の大域構造を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：In reaction-diffusion systems various shapes of solutions were observed by 
numerical simulations, however most of them have not rigorously been verified yet. Through this research 
much information, that will help us to construct asymptotic solutions approximating solutions with 
`corner layer' and solutions which describe `multi-stage invasion' in population dynamics, have been 
obtained as follows. (1)Some united viewpoints over several reaction-diffusion systems have been 
introduced, in order to describe the shapes and the structure of the solutions in their singular limits. 
The viewpoints will help us to decide whether corner layers do appear or not in some singular limits. 
(2)The global structure of `single waves' in the Fisher-KPP equation have been shown in collective known 
facts concerning their existence and stability. Asymptotic solutions which describe multi-stage invasion 
in cooperation-diffusion systems with many species will be constructed of these single waves.

研究分野： 数学解析
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１．研究開始当初の背景 
半線形放物型偏微分方程式系として拡散項
と（微分を含まない）反応項だけから成る反
応拡散系では、反応項の形やパラメータの値
によっては、さまざまな特徴的な形状を持つ
解が現れることが、多くの数値実験から示唆
されている。それらの理論的な検証に関して
は、十分解明されていない形状の解が多い。
本研究課題では、そのような解のうち、以下
(1)(2)で述べる角遷移層を持つ解と多段階侵
入に相当する解に対し、それらの理論的な裏
づけを試みる。 
 
(1) 角遷移層とは、（解の値そのものではな
く）解の勾配が急激に変化する狭い範囲のこ
とである。そこを遠目に観察すると、解の空
間的な形状が文字通り角張っているように
見える。角遷移層は、反応項のうち複数成分
間の相互作用を表す部分が巨大な係数を持
つ場合にしばしば現れる。特に巨大係数を無
限大級にした特異極限においては、解の角遷
移層での形状が本当に尖った角になり、その
とき解は（適当な意味で）ある自由境界問題
をみたすことが形式的に知られている。この
形式的事実への理論的アプローチの第１歩
として、Lotka-Volterra 型競争関係にある２
種の個体群の挙動を記述する２種競争拡散
系では、相互作用項の巨大係数を無限大へ飛
ばすときに反応拡散系の解が自由境界問題
の弱解へ収束することが L2 位相に基づく枠
組で既に示されている（Dancer-Hilhorst- 
Mimura-Peletier、European J. Appl. Math.、
Vol.10、1999）。 
 
(2) 一方、スカラー型反応拡散方程式におい
て空間次元１の場合に、異なる速度を持つ複
数の進行波形の衝突（または追突）・消滅を
示唆する形状・ダイナミクスを持つ全域解
（時刻変数 t と空間変数 x が－∞から＋∞に
至る全範囲で存在する特解）が、既に研究分
担者たちによって理論的に構成されている。
これら諸研究に触発され、研究代表者・研究
分担者らは、互いに協調関係にある多種
Lotka-Volterra 型反応拡散系（協調拡散系）
の未開地侵入問題に対し、全種の拡散係数が
等しく空間次元が１という条件のもとで、解
の初期状態が単一波形なのに、時間経過とと
もに単一波形が「互いに異なる移動速度を持
つ複数の波形」に分離しながら空間的に拡が
っていく様子を、漸近解を構成することによ
り、理論的に示唆した（Iida-Lui-Ninomiya、
SIAM J. Math. Anal.、Vol.43、2011）。この
結果を生物モデルとして解釈してみると、次
のようになる： 各種の個体群がそれぞれ異
なる速度で未開地へ侵入していくとともに、
先行侵入種は後続侵入種が新たに参入する
度に（後続種との協調関係によって）増殖が
段階的に増強され、結果として、各種の個体
数密度の分布形状は階段型に近くなる。特に、
先行種は後続種よりも階段型形状の段数が

多くなる（最後から侵入する種は１段のみの
単一波形になる）。このような侵入状況を多
段階侵入と呼ぶことにする。 
 
２．研究の目的 
本研究課題では、上記の角遷移層と多段階侵
入に対し、解の形状とダイナミクスを具現化
する漸近解の構築理論を作る手がかりとし
て、以下の解析と検討を行なう。 
 
(1) 数値実験等により角遷移層の存在が示唆
されている複数の反応拡散系に対して角遷
移層型漸近解を統一的に構築するための準
備として、それらの特異極限に現れるさまざ
まな解構造について、既知の結果を整理し、
理論的な根拠に基づき想定し得る未知の解
構造の可能性を探求する。 
 
(2) 多種協調拡散系の多段階侵入を近似する
漸近解を、拡散係数が一致しない場合も含む
一般の状況のもとで構築する準備として、単
一波形解の性質をさまざまなパラメータの
もとで調べて整理する。さらに、単一波形解
を貼り合わせて特定の全域解を構成する方
法の可否を検討し、多段階侵入型漸近解の構
築へ応用することを目指す。 
 
３．研究の方法 
(1) 角遷移層の存在が見込まれる複数の反
応拡散系に対する角遷移層型漸近解の統一
的な構築の準備として、以下を実行する。 
 
① 角遷移層が現れる反応拡散系に限らず、
角遷移層に関連の深いさまざまな反応拡散
系に対し、それらの特異極限に現れる解の形
状や解構造について、既知の諸結果を整理し、
それらを個別の反応拡散系によらずに統一
的に説明することが可能な観点としてまと
める。 
 
② 走化性効果の入った反応拡散系、移流競
争拡散系、非局所制約条件付き反応拡散方程
式など、競争拡散系と関連する複数の反応拡
散系に対し、接合漸近展開法に基づき特異的
形状定常解を構成し、線形化固有値の挙動に
基づき定常解の周りの解の挙動を調べる。さ
らに、そこで得られる結果と方法論を手がか
りとして、２種競争拡散系に対する角遷移層
型の漸近解の構成方針を練る。 
 
③ 角遷移層と同時に内部遷移層が現れる状
況の漸近解を構築するため、2 種競争拡散系
の反応項を2成分のべき乗形に単純化して一
方の成分の拡散係数を 0とした 2成分反応拡
散系に対し、相互作用の次数をさまざまな値
に取り替えて遷移層の移動速度の変化を、数
値実験および形式的な計算によって調べる。 
 
(2) 多種協調拡散系において多段階侵入を
表す筈の解は、侵入の各段階の前後に限定し



て局所的に観察すれば、Fisher-KPP 方程式に
おける単一波形解に似た形と動きを示すこ
とが（少なくとも形式的に）予想される。そ
こで、Fisher-KPP 方程式の単一波形解を基に、
多種協調拡散系の局所漸近解を複数作成し、
それらの貼り合わせを工夫することにより、
多段階侵入の形と動きを大域的に精密近似
する漸近解の構成を試みる。この方針を実行
するための準備として、単独の反応拡散方程
式として基本的な Fisher-KPP 方程式や
Allen-Cahn-南雲方程式において、単一波形
と関連が深い様々なタイプの全域解の存在
条件、性質などを整理しておく。 
 
なお、(1)(2)の解析が計画どおり進まない事
態に備えるため、反応拡散系の解析が盛んな
関東・関西・福岡などの非線形解析の諸研究
室へ出張して徹底的に討論することにより、
蓄積された調査・解析結果を整理し、計画遂
行のアイデアを修正・改善する。さらに、解
析手法を異なる視点から捉え直すための場
として、関連分野の気鋭の研究者を宮崎へ招
聘して研究集会を開催し、本研究課題の解析
手法を検討・改善するための手がかりについ
て討論する。 
 
４．研究成果 
(1)① 反応拡散系は、見かけ上は反応項と線
形拡散項だけの単純な形で表されてはいる
ものの、そこに内包される解構造は存外豊富
であることが明らかになった。例えば、ステ
ファン問題などの自由境界問題や準線形拡
散などの非線形拡散と実質的に同じ解構造
までもが反応拡散系に内包されていること
が、特異極限を介してわかる。さらに、これ
らの事実を個別の反応拡散系によらない（あ
る程度）統一的に説明できる観点を与えるこ
とができた。ここまでの成果および関連する
解構造の考察を、総説としてまとめ、査読付
き雑誌に発表した。総説の内容は、反応拡散
系の特異極限として現れ得る未知の解形状
や解構造を解明していく手がかりになるも
のと期待される。 
 
② 走化性効果の入った反応拡散系、移流競
争拡散系、非局所制約条件付き反応拡散方程
式などに対し、連携研究者たちが特異的形状
定常解の存在と安定性などの解構造を明ら
かにした。これらの成果の基礎になった接合
漸近展開法では、定常解の形状が特異的にな
る狭い範囲内では、適切な尺度変換で得られ
る縮約方程式の全域解によって定常解を局
所的に近似し、その範囲外（定常解がなめら
かになる範囲）では特異極限問題の大域解で
近似し、両者を巧妙に接合することで定常解
に対する大域的な漸近解を構成する。連携研
究者による成果は、次期研究課題における非
定常解の非定常スペクトル解析と組み合わ
せることにより、２種競争拡散系に対する角
遷移層型の精密な漸近解を接合漸近展開法

で構成する際、角遷移層内での局所漸近解と
角遷移層の外側での特異極限解の間の接合
可能性を証明するための重要な手がかりと
なる。 
 
③ 相互作用の次数に応じて、遷移層の移動
速度はさまざまなタイプの有限値になり得
ること、さらには移動速度が無限大にもゼロ
にもなり得ることが、数値実験および形式的
な計算によって明らかになった。また、この
事実を理論的に裏付けるため、相互作用の次
数の値の範囲をある程度制限した上で、この
事実に対する部分的な証明を与えた。 
 
(2) Fisher-KPP 方程式や Allen-Cahn-南雲方
程式の全域解の性質などを整理する中で、以
下の成果が得られた。単一波形解を貼り合わ
せて多段階侵入を近似する漸近解を構成す
るまでには至らなかったが、以下の成果によ
り、次期研究課題の中で貼り合わせによる漸
近解構築を進めるための基盤が固まった。 
 
① Fisher-KPP 方程式および Allen-Cahn-南
雲方程式における進行波等の全域解につい
て、存在、安定性、伝播速度などの諸性質を
関連する基礎知識とともに研究分担者が整
理し、反応拡散系の進行波についての初心者
向け専門書として出版した。 
 
② 多種協調拡散系において、多段階侵入が
起き得る状況および多段階侵入が退化した
不完全多段階侵入が起き得る状況を判別す
る条件が、形式的には明らかになり、研究代
表者が整理して研究集会にて発表した。 
 
③ 協調拡散系のさまざまな多段階侵入の状
況を数値実験によって把握するための参考
調査として、２種競争拡散系に対し、さまざ
まな値のパラメータについて数値実験を行
なった結果、２段階侵入が起き得る状況を
（部分的にではあるが）推測できたので、研
究分担者が著書の中で紹介した。  
 
なお、本研究課題の計画遂行に関連して宮崎
で開催した研究集会「Mathematics and 
Phenomena in Miyazaki」における討論は、
本研究課題における解析手法の検討・改善に
十分役立った。 
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